第一章群 


1.1 集合论预备知识 

群是集合上赋予某种二元运算的一种代数 结构. 所以在讲述 
什么是群之前，先要介绍集合论中我们所需要的一些预备知识. 

一 些特定的对象放在一起就叫做一个 集合. 例如全体正整数 
构成一个集合，表示成 N. 全体整数构成整数集合，表示成 Z. 类似 
地有复数集合 C， 实数集合 K， 有理数集合 S 等等. 集合 A 中每个 
对象 a 叫做 A 中的 元素， 表示成说成 a 属于 A •否则，如果 
某个对象6不属于 A ，则表示成 b 乐 A . 

设 A 和 B 是两个集合，如果 A 中每个元素均是 B 中元素，即 

a G A=>a G B. 

则 A 叫做 B 的一个 子集， 表示成 ACB 或者九如果并 
且 BQ4, 即 

a G A^a ^ B 9 

这也相当于说集合 A 与 _B 包含同样的元素，这时叫做集合 A 与 B 
[ 相等，表示成•如果 A 是 B 的子集并且不等于召，则 A 叫 B 
!： 的真 子集， 表示成 ACLB 或者不包含任何元素的集合叫做 
r 空集, 表示成0.空集显然是每个集合的子集 . ’ 

[' 可以有许^方式来表达一个确定的 集合. 例如若集合 a 只有 

有限多(不同)元素 A ，…， a„(7z6iV)， 则这个集合可表成 

!••• 


只有有限多个元素的集合叫有限集，否则叫无限集.具有〃个元素 
的集合叫〃元集，元素个数表示成 IA | 在一般情形下，集合 S 
中具有某种性质 P 的全体元素构成的集合通常表成 

{工6 5|工有性质/^}. 

例如:偶数集合{0，±2,士 4，一}可以表成 

{n Z \ n = O(mod 2)}. 

由一些已知集合构作新的集合通常用集合上的运算来实现. 
下面是集合的一些最基本运算.设 A 和 B 是两个集合，它们的公 
共元素组成的集合叫做 A 和 B 的交，表示成 AHB ， 即 

A f | 召={工 I 了 6 A 并且 : r 6 B }. 

类似 地，〃 个集合，…， A „ 的交为 

H a = Ai n ^2 n … n = {x I x e a，i < 纟 <"}. 

^ • 

更 i 般地，对于任意多个集合形成的集族 { A ,• \ie I ) (其中 J 是 
一个集合，叫该集族的下标集合，对于每个 f 6 h A , 是该集族中 
的一个集合)，它们的交为 

f|A, = 

第二个集合运算是集合的并，集合 A 与 B 的并表示成 A UB ， 
定义为 

A\JB = {sc \ x^A 或者 :c G B }. 

类 似地： 

U A =^= Ai u u … U A = {-T I J ： G A ，对某个 i .，1 ^ z n } 

i—\ " 

(J A , = {x I x G A f ，对某个 f 6 J }. 

iei 

设 A 是 B 的子集，则 B - A ={ x | x € B ，. x $ A } 叫做子集 A 
(关于抝的补集.如果在讨论问题中所涉及的集合均是某个固定 
集合 D 的子集，则0— A 也常常简称作 A 的补集，表示成 A . 

设 A 和 B 是两个集合，我们把集合 ， 

AX B = { ( a ^ b ) I a G A , 6 G - B } 



叫做 A 和 B 的直积.在 AX_B 中， ( a ， b ) = ( a ' ， b ’ ) 当且仅当 a==< / 
并且 b = b \ 类似可定义多个集合的直积 

n 

A] X …X A„ = IX A, = {(ai ，…， a„) I G A,-,l ^ z ^ n}. 

~ I a i G A ;， 对每个 Z _ ^ 1} 

iei 

为了比较不同的集合，需要将不同集合发生联系，这就是集合 
之间的映射 •/ 叫做从集合 A 到集合 B 的映射 ，是指对每个 aeA 
均有确定办法给岀集合 B 中唯一的对应元素，这个对应元素叫做 
a 在映射/之下的象，表示成 /( a ) •而“/把 a 映成 /( a )” 这件事 
表示成 a — 从 A 到 B 的映射/表示成 /: A — B 或者 

A 丄 B , 

设/: A — B 和 g ： B ~^ C 都是集合之间的映射.则可经过连续 
作用，得到一个从 A 到 C 的映射 ■ 

g 0 /： A -> C , (go /)( a ) = g (/( a )). 

映射 g 。/ 叫做 / 与 g 的合成映射. 

设 / 和 g 均是从集合 A 到集合 B 的映射，我们称/和 g 相等 
(表示成/=尽)，是指对于每个 a 6 A ， 均有 f ( a )= g ( a ). 

引理 1 (合成运算满足结合律)设 /: A — B ， g ： B ^ C % h：C 
均是集合的映射，则 

h 。 （ g 。 f ) = Oi 。 g ) 。 f . 

证明 对于 令 f ( a )= b 9 g ( b )=^ c ， 则 

(g ° /)( a ) = c ，(h ° g ) (6) = d . 于是 
( h 。 （ g 。 /))( a ) = h ( c ) = d , ((h « g ) ° /)( a ) = Qi ° g ) (6) = d . 
从而对每个 « 6 A , ( h Q ( g ° f )) ( a ) = ( ih ° g ) ° f ) ( a ) 这就表明 
△。(茗。/) = (&。尽)。/•证 毕. 

设 f ： A ^ B 是集合的 映射. 对于 A 的每个子集 A ' ，令 

/( A 7 ) - { f ( x ) ueAV 

这是 B 的子集，叫做，在/之下 的象. 另一方面，对于 B 的子集 


B '， 令/ - 1 ( B / ) = {* reA |/ Cr ) eB / } ，这是 A 的子集，叫做 K 的原 
象.如果 /( A)=B ，即 B 中每个元素均是 A 中某个元素(在/之 
下)的象，则/叫做 满射. 另一方面，如果 A 中不同元素被/映成 
B 中不同元素，即 W ， a ， eA ， a 关 ^=>/ U ) 參 /( c /)， 则 / 叫做单 
射.最后，若 f ： A -^ B 同时是单射和满射，则/叫做 一一 映射或一 
一 对应.例如 : 将集合 A 中每个元素均映成其自身的映射 

ly \ : A — ^ A ， l _ A ( a ) = 仏 

就是 A 到 A 的—— 对应. 映射 1 a 叫做集合 A 的恒等映射 • 通常 

釆用下面引理来判断一个映射是否为 一一 对应 • 

引理2映射 /: A — B 是——对应的充分必要条件是存在映 
射 A ， 使得/。莒=1^， g ° f = 1 a . 

证明如果/是 一一 对应，由定义知这意味着对每个 beB ， 
均存在唯一的 a e A 使得 /— 1 (6) (存在性由于/是满射，唯一 
性由于/是单射)于是可定义映射 

giB -^ A , gib ) = f~ l ( W . 

直接验证 1 a 和 成立. 

另一方面，如果 / 不是满射，则存在 66J3, 使得厂 1 ⑹ =0. 
所以对每个映射 g : B -^ A , 均有(/。 g )( W 于是/。贫 
^1 B . 如果/不是单射，则存在 〜 a GA , 使得 / U ) = 

f ( a )=^ b . 那么对于每个映射 (尽。 /)( a )= g(W = ( g 。/) 

( V ) ，于是所以若存在 gxB -^ A 使得/。贫=113并且 g 。/ 

= 1 a . 则必然/是 一一 对应.证毕. 

当 /: A — S 是 一一 对应时，满足和 r /= lA 的映射 
g A 是唯一的.这是 因为:若 〆 : B ^ A 也有性质/。 〆 = 1 b ， 

/°/=1 a ， 

» 

则 〆 = g 。 i B = 〆 。 （/ 。尽 ）=(〆 ° fy ° g = 1 ao ^ = g . 
我们将这个唯一存在的映射 g 叫做/的逆映射，表示成尸" 1 . 

设 A 是集合，集合 AXA 的每个子集 J ? 叫彳故集合 A 上的一个 
关系.如果 U ，6) 61?,便称 a 和6有关系 i ? ，写成 aRb . 例如 RXR 
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中子集 

R = {( a , b ) eRXR I a 比6大} 

则实数 a 和 6 有关系 J ? 即指 a 比6大，这就是“大于”关系.通常将 
这个关系记成 a > b . 同样还有及上的关系 >( 大于或等于），<(小 

于)，<(小于或等于），= ( 等 于). 集合 A 上的关系〜叫做 等价关 
系， 是指它满足如下三个 条件： 

(1) 自反性: a 〜 a (对于每个 a 6 A ) 

(2) 对称 性:若 a 〜6,则6〜 a . 

(3) 传递 性:若 a 〜6, 6〜 c ， 则 a 〜 c .. 

设〜是集合 A 上的等价 关系. 如果 a 〜 b ， 由对称性知6〜 a .这 
时称元素 a 和6 等价. 对于每个 a 6 A ， 以 [ a ] 表示 A 中与 a 等价的 
全部元素构成的集合，即 

[ a ] = {b A I 6〜 a }. 

由自反性知称[“]为 a 所在的 等价类 ，由传递性可知同一 
等价类中任意二兀素彼此等价(设6， [ a ] ，则6〜 a ， < 2 〜 c ， 于是 
6〜 c ). 不同等价类之间没有公共元素(为什么?）因此集合 A 是一 
些等价类的并，而这些等价类是两两不相交的.我们 
从每个等价类[〜]中取岀一个元素匕（即6:6 [&]) ，则 R ={ bM ^ 
1} 具有如下 性质: A 中每个元素均等价于某个匕，而不同的6,•彼 

此不等价.我们把具有这样性质的尺叫做 A 对于等价关系〜的完 

全代表系 .于是 

A = U [ a ] (两两不相交之并). (*) 

aeR 

一 般地，若集合 A 是它的某些子集 { A ; u 6 J } 之并，并且 A •两 

两不相交，便称 { A , U 6 是集合 A 的一个 分拆. 如上所述， A 上 

的每个等价关系给出集合 A 的一个分拆 （* ). 反过来，如果 { A z . | f 

ej } 是集合 a 的一个分拆，可如下定义 a 上一个关系 ：对于 
a, 6GA, j 

a 〜6 ㈡ £2和6在同一 A , 之中,， 


请读者证明这是等价 关系. 以£:表示 A 的全部等价关系，以 P 表 
示 A 的全部分拆，则上面由等价关系到分拆的映射 f : E — P 和从 
分拆到等价关系的映射满足 / i = l P ， #。/=1 £ ，从而/ 
是 一一 对应(引理 2) •换句话说，集合 A 上的等价关系和 A 的分 
拆是 一一 对应的. 

例如，设 F 是由某些集合构成的集族.在 F 上定义如下的关 
系 :对于 A ， BGF , 

A 〜 B ㈡ 存在从 A 到 B 的—— 对应. 

这是 F 上的等价关系（自反性： 1 a : A — A 是 一一 对应，从而 A 〜 
A . 对称 性:若 / : A — B 是 一一 对应，则厂 1 : A 是 一一 应， 
从而 A 〜〜 A . 传递性基于习题 3.) 对于这种等价关系，彼此 
等价的集合叫做是等 势的. 比如说，两个有限集合等势(即存在一 
一 对应)的充要条件是它们有同样多元素，即 | A | = | J 3 1 . 与正整数 
集合 N 等势的集合叫做 可数无限集合 ，其他无限集合叫做 不可数 
集合. 熟知实数集合《是不可数集合.而正偶整数的全体£：是可 
数(无穷)集合，因为存在着一一对应 N — E ，77-2/2. 这个例子也表 
明，无限集合 A 的一个真子集可以与 A 等势！ 

设 A 是集合.从 AXA 到 A 的映射 

y ： A X A — ► A 

叫做集合 A 上的一个(二元)运算.例 如:通 常复数加法就是运算 

f:C 乂 C — C ， f ( a ^) = a+g • 

我们经常把集合 A 上的运算表示成 • ，即对于 a ，6 GA , f ( a 9 b ) 
写成 u • W 6 A ) 或者更简单写成 
运算 • 叫做满足结合律，是指 

a • (b • c ) = (a • b ) • c (对任意 a ,6 9 c G A ). 

运算•叫做满足交换律，是指 

a • b = b • a ( 对任意 e A ). 

一个集合赋予满足某些特定性质的(一个或多个)二元运算，便得 
到各种代数结构.本书讲述群、环和域三种代数结构. 
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i . 设 b ， AueJ ) 均是集合. 试证： 

i )Bn(LUo=UcenA )， 

iei 

n > Bu(rvu=n(BUA 山 


iii ) LJa , ― PlAj , nAi = Ua z . 

iei i * e / iei iei 

2. 设是集合的映射， A 是非空集合. 试证: 

i ) / 为单射 ㈡ 存在 a ， 使得 r /= i A . 

ii ) / 为满射 ㈡ 存在九使得 

3. 如果 / : A — B ， C 均是一一对应，则 C 也是 
一一 对应，且(容。 /) 一^广 1 。总 一 1 . 

. 4•设 A 是有限集， PG 4) 是 A 的全部子集(包括空集)所构成 

的集族，试证 | P ( A ) | =2' 换句话说⑺元集合共有 2" 个不同的 
子集. 

5•设 f ： A ^ B 是集合的映射.在集合 A 上如下定义一个关 
系:对任意〜 a r eA , a 〜^当且仅当/(“）=/( 〆 ).试证，这样定 
义的关系是一个等价关系. 

6. 证明等价关系的三个条件是互相独立的，也就是说，已知 
任意两个条件不能推出第三个条件. 

7. 设 A 是两个有限 集合. . 

丨）八到6的不同映射共有多少个？ 

ii ) A 上不同的二元运算共有多少个？ 

1.2 什么是群 

让我们先从半群讲起. ^ 

定义 集合 S 和 S 上满足结合律的二元运算•所形成的代 
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数结构叫做 半群. 这个半群记成 ( S ，•） 或者简记成 S ， 运算 X • ^ 
也常常简写成 xy 

如果运算又满足交换律，则 （ S ，•） 叫 做交换 半群. 象通常那 

样令 x 2 =:r • 工， x n+ 1 =^x n - x(=x • x% n^l) 

定义设 s 是半群，元素 ees 叫做半群 S 的幺元素，是指对 
每个 x6S ， xe=ex=x. 

如果半群 S 有幺兀素 e ， 则它是唯一的，因若 / 也是么元素， 

则 e ’ We ^ e . 我们将半群 S 中这个唯一的幺元素（如果存在的 

话)通常记作 l s 或者 1， 具有幺元素的半群 叫含幺半群. 

定义设 S 是含么 半群. 兀素 yE S 叫做元素 x ^ S 的逆元 
素，是指 x ： y =3 o ：= l . 

如果 x 有逆兀素，则它一定唯一•因为若 3 /也是 x 的逆元素， 
则 xy = yx =^ l . 于是 

3 ； = ^ • 1 = yixy r ) = {yx)y — 1 • y f = y\ 

所以若 x 具有逆元素，我们把这个唯一的逆元素记作 x - i ， 则 

xx~ l = z x~ l x~\. 

定义半群 G 如果有么元素，并且每个元素均可逆，则 G 叫 

做群.此外， 若运算又满足交换律，则 G 叫做交换群或叫阿贝耳 
( Abel ) 群. 

下面给出半群和群的一些例子. 

例1 设 M 为非负整数全体， ( M ，+ ) 是含么交换半群，幺元 
素是数0,但它不是群，因为只有0对于加法在 M 中才可逆. 

z ，( 2A ， c 对于加法均是阿贝耳群，叫做整数加法群，有理数 
加法群等等. 

OV ，•） 是含么交换（乘法）半群，么元素为 1 . 它不是群.令 
0 * 为非零有理数全体，则 ( 0 * ， • ）是交换群，幺元素为 1 ，非零有 
理数 a 的乘法逆为 a - 1 •这叫非零有理数乘法群，同样有 CR * ，• ） 
和 ( C * ， •） ，这些都是阿贝 耳群. ’ 

例 2 & M _( C ) 表示全体；? 2 行《列复矩阵组成的集合，它 
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对矩阵加法形成阿贝 耳群. 幺元素是全零矩阵，而矩阵 ) 的 
加法逆是 一 A ==( —仰）•以 M „( C ) 表示 / z 阶复方阵全体，它对乘法 
形成含么半群，么元素是单位方阵 J „. 由线性代数可知， rz 阶复方 
阵 A 有乘法逆的充要条件是 detA ^ O . 从而 M „( C ) 不是群，并且 

当时，易知半群 M „( C ) 不是交换的.类似有加法交换群 
M m , n ( R ) ，含幺半群 M „( Q ) 等等. 

例 3设 A 是非空集合，以 EC 4) 表示从 A 到 A 全体映射组 
' 成的 集合. 则2 ( A ) 对于映射合成运算形成含幺半群.么元素为 A 
上恒等映射 1 a . 由 1.1 的引理2可知， E ( A ) 中映射/可逆的充要 
条件是/为一一 对应. 所以当 j A | >1时 ， E ( A ) 不是群，并且半群 
S ( A ) 不是交 换的. 

例 4欧氏平面 K 2 中保持欧氏距离不变的运动叫做 欧氏运 
动. 由于欧氏运动必为 R 2 到自身之上的——对应，并且它的逆仍 
是欧氏运动，而两个欧氏运动的合成仍是欧氏运动，从而全体欧氏 
运动形成群，叫做平面上 的欧氏运动群 ，这也是非阿贝耳群. 

例 S 设”为正整数，我们在 Z 上定义如下关 系:对 于整数 a 

和6， 

a 〜办 ㈡” 丨 a — 6( 即 a 三 b(.modn)) 

易知这是等价关系，于是整数集合 Z 分拆成〃个等 价类: ^，…， 
^=1，其中7表示/ 所在的等价类 ， gp ~ i ={ mez \ m = i ( modn)}.\fn 
{0，1，2,…， n —1} 是 Z 对于上述模 m 同余关系的一个完全代 
表系. 

以4表示上述 7 Z 个等价类组成的集合.在乙上定义 加法： 

■ — I • » ' !■ I I 

a +b = a + b 

由同余式基本性质可知这个加法运算是可以定义的，即与等价类 
(或 叫模 n 同余类） 中代表元的取法无关，并且 z „ 对于这个运算形 
成交换群，幺元素是 仄这叫整数模 rz 加法群 . , 

如果乙中定义乘法 ' 

ab = ah 


则乙对此乘法是含么交换半群，么元素为 1. 由于等式^5=了相 
当于同余式 a &= l ( modn ). 从初等数论知道，对于给定的 a ， 存在6 
满足 a 6= l ( modn ) 的充要条件是 ( a ， n ) = l . 从而5对于上述乘法 
可逆的充要条件是 ( a ，〃) = l . 

设 ( M ，•） 是含幺半群，我们以 U ( M ) 或者 M * 表示半群 M 
中可逆元素全体. 

定理 1若 ( M ，•） 是含么半群，则 0/( M ) ， •） 是群. 

证明 由 W = 可知 l = 若 a ，6 et /( M )， 则 a ， 

办均可逆，易知 6— 1 厂 1 是以的逆元素，从而肋 6 U ( M ) •因此•是 
L /( M ) 上的二元运算.这运算在 U ( M ) 中当然也满足结合律，于是 
( U ( M )，•） 是含幺半群.由于 U ( M ) 中每个元素 a 均可逆，从而 
f 1 6 M 也可逆(因为 a 是^ 1 的逆），因此厂 1 GL 7( M ). 从而 t /( M ) 
中每个元素在 U ( M ) 中均 可逆. 根据定义 ，[/ ( M ) 为群.证毕. 

于是由前面的例子 便知： 

U ) 全体 w 阶可逆复方阵形成乘法群,叫做复数上的 n 次一般 
线性群 ，表示成 GL ( n ^ C ). 同样有群 GL ( n ^ R )， GL ( n ， Q ) 等. 

( W 设 A 为非空集合， A 到自身之上的所有 一一 对应对于合 
成运算形成群 ，叫 做集合 A 上的 对称群或全置换群， 表示成 
S ( A )， 其中元素 (即 A 到 A 的 一一 对应) 叫 做集合 A 上的 置换. 

( c ) 设《为正整数 J 为整数 a 的模 rz 同余类.则集合 

Zn — {a | ( a , n ) = 1} 

对于乘法形成阿贝 耳群. 这个群有 p ( n ) 个元素，其中 p ( n ) 是1到 
n 中与^互素的整数个数 ( ph ) 叫 欧拉函数). 

设 G 是群.若集合 G 有限，称 G 为有限群，否则叫无限群.若 
有限群 G 共有 n 个元素，则 G 叫 n 阶群 或叫 n 元群， n = | G | 叫有 
限群 G 的阶. 

为了考查各种群之间的联系，我们要研究群之间的映射.但是 
群不仅是集合还有运算，所以我们需要映射与群运算保持协调.确 
切 地说： . 
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定义设 ( G ，• ）和 (0 '，。） 是两个群.映射 /:G-G' 叫做群 G 
到群以的同态，是指对 a ，66 G 

f(a • b ) = f ( a ) ° /(6)( 简记成 /( o 6) = 

此外，若 / 又为单射或满射，则 / 分别叫单同态或满同态.如果同 
态/是 一一 对应，则称/是群 G 到群 t 的同构.这时，称群 G 和 

G ' 是同构的，表示成 GSG ' 或者 /: G 2； G \ 


彼此同构的群具有完全相同的群结构.在群论中，同构的群认 
为本质上是同一个群，我们更主要是研究本质不同的群之间的联 
系，所以同态是群论中更重要的研究手段. 

例1考虑映射 

det:GL (”， C ) - ，A i -^ adet ( A ). 


即把 每个〃 阶可逆复方阵 A 映成它的行列式 det ( A ) (这是非零复 
数).由于 det ( AB ) = ( detAKdetB ), 可知 det 是乘法群同态，并且 
易知这是满同态.当 n ^2 时，这不是单同态. 

复数形成乘法群(叫 n 次单位根群)作映射 

/: C „ — (乙，+)， e 亨 
则 



M ，、 

) 






a +6 




/(e 竽 ） •/(#)• 


所以/是群同态，显然/是一一对应，从而/为群同构. 

如果考虑以点 O 为中心的正《边形 
(图1为正六边形).设(3„是以 O 为中心将此正 n 
边形变成自身的旋转群.如果用 c 表示反时针旋 


转_，则 




n 


{1，5，(7 2 ，…， 〆 — 1 } (注意 〆 


图 1 



〆 ).不难看出，群 G „ 与前面的群 C „， Z „ 均同构. 

尽管它们分别来自几何、代数或者数论，但是它，们本质上是同一个 
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群，即有同样的群结构 • 

群 G 到自身的同态（同构）叫群 G 的自同态（自同构).以 
Aut ( G ) 表示群 G 的自同构全体，请读者验证它对于合成运算为 
群，其幺元素为 G 上的恒等自同构（即恒等映射)•对于群 g 决定 
出它的自同构群 Aut ( G ) (即决定 G 的全部自同构并刻画出 
Aut ( G ) 的群结构），是群论的一个基本问题. 

例考虑整数加法群 ( Z ，+) •设 /: Z — Z 是 Z 的自同态.则必 
然于/(0)=0, f (- n ) = — f ( n ) (习题 15) •从而若 /(1)= KZ ， 
则 /(2 )=/(l + l )=/( l )+/( l )=〖+〖=2〖. 用数学归纳法即知对 
每个正整数 W ，/(”)= 似，从而 /( 一 72) = — 故.不难看出如此定义 
的映射是加法群 Z 的自 同态. 将此自同态记成 /,. 不同的^对应不 
同的自 同态. 因此 z 的自同态(含幺半群)为 {/ JKZ }. 

自同态/,的象为 Inez }. 从而/,为自同构 ㈡ uez } 
= Z ^^±1. 因此/-小二元群)•其中么元素力 
为恒等自同构，而/- I 为自同构 n — — n . Aut ( Z ) 中群运算是 

习 题 

1. f N 是所有 n 乂 n 上三角非异复方阵的集合， P 是主对角 

线上的元素都是1的上三角方阵的集合，运算定义为矩阵的乘法. 
试证， N 和 P 都是群. 

2. 令 G 是实数对 U ， 6)， a 关0的集合.在 G 上定义 

( a ， b )( c ， d ) = ( ac ， ad b )• 

试证 G 是群. 

3. 令是任意一个集合， G 是一个群，“是到 G 的所有映 
射的集合.对任意两个映射/，#6“，定义乘积/&是这样的映 
射:对 任意 aef 2，/ g ( a )=/( a ) g ( a ). 试证#是群. 

4 -令6是所有秩不大于 r 的” X ”复方阵的集合，试证在矩 
阵的乘法下 G 成半群. / 
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5. 举出一个半群的例子，它不是含么 半群; 再举出一个含幺 
半群的例子，它不是群. 

6. 设 G 是一个半群.如果 

i ) G 中含有左幺元即对任意 

ii ) G 的每个元素 a 有左逆 a - 1 ，使得 ^-'=6 试证 G 是群. 

7. 令 G 是半群.如果对任意〜 66 G ， 方程 = 6 和方程 
町=6在 G 内有解，则 G 是群. 

8. 设 G 是一个有限半群，如果在 G 内消去律成立，即由 

似=町或：^=3^可推出 x =： y ， 则 G 是群. 

9. 设 G 是含幺半群， a , beG . 

i >如果 a 有逆元素^ 1 ，则 a - 1 也有逆元素且 ( a - 1 r ^ a . 
ii ) 如果 a 和6都具有逆元素 ，则以 也有逆元素，且 

{ab)~ l = b~ l aT l . 

10. 6是含幺半群 G 中元素 a 的逆元素当且仅当成立 

aba = a 和 a 6 2 a = 1. 

11. 令 G 是 w 阶有限群，^ ， a 2 ，•••，〜是群 G 的任意 w 个元 
素，不一定两两 不同. 试证存在整数 P 和 g ， ，使得 

o-pa^i^*a q — 1. 

12. 在偶数阶群 G 中;方程 x 2 = l 总有偶数个解. 

13 •令 G 是《阶有限群， S 是 G 的一个子集， | S | >n/2, 试证 
对任意 g 6 G ， 存在 a ， besm ^ g = ab . 

14•设 /： G - H 是群的同态.试证 
/(1 g ) == 1 h 且对任意 G G ， 

15. 对任意 “ eG ， “ — a - 1 是群 G 的自同构当且仅当 G 是阿 
贝耳群. 

16. 求有理数加群2的自同构群 Autg . 

17. 证明有理数加群2和非零有理数乘法群 g * 不 同构. 

18. 证明： \ 

i ) 有理数加群2和正有理数乘法群 Q + 不同构. 
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ii ) 实数加群 i ? 同构于正实数乘法群 只+. 

19. 群 G 的自同构《称为没有不动点的自同构，是指对 G 的 
任意元素 g 关1， aig )^ g . 如果有限群 G 具有一个没有不动点的 
自同构 a 且= 1，则 G —定是奇数阶阿贝耳群. 

1.3 子群和陪集分解 

定义 设 ( G ，•） 为群为 G 的子集.如果 ( A ，•） 为群，则 
称 A 为 G 的 子群， 表示成 A < G . 此外若 A 关 G ， 则称 A 为 G 的真 
子群， 表示成 A < G . 

例如，对每个群 G ， 一元群 { l c } 以及 G 自身均是 G 的子群，它 
们叫做 G 的平凡 子群. 

为了验证子集 A 是否为群 G 的子群，只需验证 A 对于 G 中 
的运算形 成群. 即只需验证以下 三点： 

(1) 1g6A ； 

(2) aeA ^ a - 1 (即 A 中每个元素对于 G 中运算的逆元 
素均在 A 中）； 

(3) a , (即 G 中运算也是 A 中二元运算)•根据 

这个方法不难验证下面例子中的子群. 

例 1对每个非负 整数〜 必 是整数加法群 Z 
的子群，当时，这些子群均与 Z 同构. 

例 2以 SL (»， C ) 表示行列式为1的《阶复方阵全体，它是 
一般线性群 GL ( n ， C ) 的子群，叫做 特殊线性群. 

设 G 为群， A ， B 为 G 的子集，今后记 

aA = {ax I x G A }, Aa = {an \ x ^ A } 9 
A — 1 = { a — 1 I a e A},AB - {ab \ a ^ A , b e B }. 

引理 1 设 G 是群,定义 G 上的关系为 ：对于 g ， 

G ， g 〜 h ㈡ g / T 1 6 A . 则〜是 G 上的等价关系;并且元素 g 对此 
等价关系的等价类是 Ag . • 
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证明 （1) 对每个由于狀 —i = ieA ， 从而茗〜孚（2) 
若 g 〜 A ， 则 gh - 1 eA ， 由于 A 是子群，从而 hg~ l = ( gh - 1 )- 1 6 A , 
于是 A 〜茗 •（3) 若 g 〜 h ， / i 〜 Z ， 则 gh ~ l , hi -' G A . 因此 gl ~' = 
( gh ^)( hl ~ l ) eA . 于是 g 〜 l . 综合上述即知〜为 G 上的等价关 
系. 

进而: g 〜办 ㈡ 冰 — 1= a — 1 ^h = ag ^： Ag . 从而与 g 等价 

的元素全体为集合 Ag ， 证毕. 

由引理1可知，群 G 分拆成形如 Ag 的一些集合，每个等价类 
Ag 叫做 G 对于子群 A 的右 陪集. 如果 k 1} 是 G 对于上 
述等价关系的完全代表元系，则它通常叫做 G 对 A 的右陪 集代表 
元系. 于是有分拆 

G = \J Ag (两两不交的并） 

这叫 G 对子群 A 的 右陪集分解. 其中右陪集个数为|尺 I ，表示成 
[ G ： A ]. 如果 i ? 为有限集，则 [ G : A ]=| 尺 | 是正整数，若 i ? 是无限 
集，则记成 [ G : A ]= oo . [ G : AW 做子群 a 对于群 G 的 指数. 

类似可定义群 G 对于子群 A 的左陪集分解（左陪集形式为 
gA ) 并且 A 对于这两种分解在 G 中有相同的指数(习题 8,9). 

作为陪集分解的应用，现在证明群论中第一个重要的数量 
结果. . 

定理 1 (拉格朗日 （ J . Lagrange ) 定理）设 G 为有限群， 
A < G . 则 | G | = | A | • [ G : A ]， 特别地， G 的每个子群的阶都是 G 
的阶的因子. 

证明 考虑右陪集分解 

G = (J (两 两不交 的并） 

geR 

对于 tt ， 由消去律可知 a^b ^ ag ^ bg . 从而对每个 gd 
| Ag | = | A |. 由右陪集分解式即知 

| G |=2 \ Ag \= X ； I A | = | A |.| R | = | A |.[ G ： A ]. W . 

拉格朗日定理是群论中简单而有用的定理 ，.例 如:一个 6 阶群 
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只能有1,2,3,6阶子群，不能有4阶或5阶子群.又如，素数阶群 
只有平凡子群. 

拉格朗日定理还有一个重要的推论•设若存在正整数 
«使得 f = 1，则满足此式的最小正整数 n 叫做 g 的阶，并且称 g 
是有限阶元素 • 例如 1 C 是1阶元素.如果不存在正整数77使得 f 
=1，则称 g 是无限阶元素 • 有限群 G 中每个元素均是有限阶元 
素，这是因 为:考 虑集合以，#，#，…}.由于 G 有限，从而有 0 <m 

<”，使得 f = ，于是 771 =5^1=尽11 = 1.而72 —讲为正 
整数，因此发为_限阶元素. 

定理2 设6是有限群，则 G 中每个元素 g 的阶均是 | G | 的 
因子 • 

证明 由上所述知 & 是有限阶元素.设 g 的阶为则1= 〆 ， 
尽 1 ，…， 〆 是 G 中 w 个不同的元素，而炉 =1. 不难看出它们形成 
G 的一个《阶子群 A ， 于是由定理1即知 ”=| A | 为 | G | 的因子. 
证毕. 

设 g 6 G ， g 的阶为《•若对某个整数 m ， g m = l ， 则由整数集 
合上的欧几里德带余除法即知 nlm . 

作为定理2的应用，我们来确定非阿贝耳群的最小阶数.首 

先有 

引理2 若群 G 中每个元素 g (关 e ) 的阶均为2,则 G 是阿贝 
耳群. 

证明 设 a ， 办6 G ， 则 a 2 = 1， abab = iabY = 1. 于是 
a ( abab ) b=a • 1 • b = ab •但是 a ( abab)b = ( aa ) ba ( bb ) = ba . 即 
ba = ab . 证毕. 

引理 3 〆 素数)阶群 G 均是阿贝耳群，并且均同构于整数模 
/>加法群 I . 

证明 根据定理2,对于每个1关 geG ， g 的阶为>，于是 
{1，发，/广-， < ^~ 1 }是(？中夕个不同元素.但是|0卜夕，于是(3= 

{ 1， g ，/，…， 〆 — 1 } _这显然是阿贝耳群 (g V y • 
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^). 由于 # = 易知 /: G - Z P ， # 是群的同构.证毕. 

这个引理 表明； 对于每个素数 p ， 々阶群本质上只有一个， 
即 

现在可以证明 

引理4 非阿贝耳群的最小阶数是 6. 

证明 由引理3知2,3,5阶群均是阿贝耳群 .1 元群显然是 
阿贝 耳群. 考虑 4 元群 G . 由定理 2， G 中元素的阶只能是2 
和 4 . 如果 G 中有 4 阶元素 g ， 则 G ={1,^,^ 2 ， g 3 }^ Z 4 ，从而是阿 
贝 耳群. 否则， G 中每个 g 关1的阶都是2,由引理2可知它也是阿 
贝耳群•这就证明了 4 阶群均是阿贝 耳群. 最后，以 S 3 表示集合 
{1，2, 3 } 的对称群(|卩{1，2,3}的全部置换形成的群），它是 6 ( = 3 
X 2) 元群： S 3 = { I ,(12)，（13)，（23)， (123)， （132)} •由于 （12) 
(13) = (132) 关（123) = (13)(12)，从而 S 3 不是阿贝耳群.因此最 
小非阿贝耳群的阶数是6.证毕. ’ 

定理 3设 g 和 A 为群 G 中元素 

(1) 若 g 是”阶元素，则对每个正整数 m ， 的阶是 

n/im ， n). * 

(2) 若 gh = hg ， 元素《和 / i 的阶为 m 和…并且 ( w ， m ) = l ， 
则的阶为 m / z . 

证明 （1) 令 f 的阶是由于 

( ， ) 》 /(_) =( ，产 (注意 V (m ， w) , m /( m9n)eZ) j^ 
而 JV | w /(/ n ，? z ). 另一方面，由 可知 n | miV ， 于是 

(^) 1 但是^^和^互素，因此^ I 凡因此 


iV = 



( m 9 n ) 


( 2 ) 设冰的阶为 n . 由于 gh = hg ，从 m (妙)職= g 腳 h nm = 
( r ) n ( y) w = l ， 因此 N | 訓•另一方面，由⑴知 # 的阶为 m /( n ， 
m )= m ，又 g ”= g n h n = ( ghy ^ ，)^ Mg n 的阶为 N /( n ， N ). 于是桃= 
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N/(n ， N) ，即 mI iV . 同样地 72 1N . 由于 m 和 n 互素，从而 mn | N . 于 
是 N=nm. 证毕 . 

定理 4 设 G 为有限群， A ， B<G . 则 

(1) \AB\=^\A\ - iBI/lAflBi 

(2) 若 A<B<G ，则 [G : A]=[G •• B][B : A]. 

(3) [G : A 门 B]<[G : A][G ： B]. 进而若 [G : A] 和 [G : B] 
互素，则 [G : AflB] = [G ： A][G : B ] 并且 AB-G. ( 注 意:若 A 
和 fT 为 G 的子群，易知 AflB 也是 G 的子群 ). 

证明 ⑴集合显然是一些陪集 A6( 斤 B) 的并，而 B 是 
一 些陪集 (AnB)6(66B) 的并 . 但是对于 6, Y6B ， 有 

A^== Ab ； b’b-' 6 A ㈡ b’b-' ^ A f] B ^ (A f] B)b 

=(a n B)b\ 

所以上述两种分解中陪集个数是一样多.即 

\AB |/|A[=|B|/|AnS! ，这就证明了 （ 1). 

(2) 设 G 对子群 B 的陪集分解为 

G = [J Bgj ，?7 = [G •• B] 

B 对子群 A 的陪集分解 ^ 

■B = 匕 ) Abi , m = [_B • A], 

n m 

则 U U Abigj ，如果 Abigj —Abi g/ , (l^i, t y l^ ： j ， j ’ 《 

i = l 

w ) ，则 l 从而 gj f gj l ^b7 l Abi^B. 因此 =Bgy 

所以 7'= 广从而祕 PGA ， 即 A6 t =A& ， 而这又得出 /=/. 这就 
表明当 (i ， /)#(z" ， /W ， A6 ig ， A6AiG 对 A 的不同陪集.于 
是 

[G • A] = mn = [G • B][jB : A], 

(3) 对于由于 . 

(AC\B)b^(Af]B)b ， =>b / b~ l ^ADB^b%- 1 ^A^>Ab^Ab\ 可知 
[B : AHB]<[G ： A] • 从而 [G : AflB] = [G : B][B ： A 门 _B]< 
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[ G : B ][ G : A ] •另一方面，由上式知 [ G : B ]|[ G : A 门 B ]. 同样 
有 [G : A]|[G : AflBl 由于 [G : B ] 和 [G : A ] 互素，所以 [G : 
B ][ G : A]|[G : A f]Bl 于是必然 [G ^ AnB ] = [G ： A][G ： 

Bl 即 jGl / lAHB 卜 ■「 #」 _ ; ■ 可 . 从而•但是由 

( i ) 知 因此 | AB | = | G |， 即 AB = G . 证毕. 

定义 设 A 和 B 是群 G 的两个子集.如果存在 g 6 G 使得 
，则称 A 和 B 共轭 • 

不难看出，群 G 的子集之间的共轭关系是等价关系.每个等 
价类叫做共 轭类. 易知 | f 1 Ag !=⑷ . 从而彼此共辗的集合有相 
同的势数.又若 A 是 G 的子群，易知也是 G 的子群，叫做 
A 的共轭 子群. 从而 G 的所有子群也分成一些共轭类.元素 g^ag 
叫做 a 的共轭 元素. 

定义 设 M 是群 G 的子集.则 

N g (M) = {g G \ g~ l Mg = M) 

是 G 的子群(为什么？），叫做 M 的正规 化子. 又令 

C g (M) = {g 6 G | g~ l ag = a ， 对每个 a 6 M }. 

由于 f 1 叹相当于叹=糾，从而 C G ( JW ) 即是 G 中与每个 M 
中元素均可换的元素全体.这也是 G 的子群，叫做 M 的中心 化子. 
因此 C c ( G ) 中元素就是与 G 中每个元素均可交换的那些元素，这 
叫做 G 的中 心元素， 而子群 C ( G ) = C g ( G ) 叫做 G 的中 心. 于是 : G 
为阿贝耳群 ㈡ G = C ( G ). 所以 C ( G ) 的大小反映了群 G 的交换性 
程度.又由定义知 C g ( MXN g ( M ). 并且对每个元素 a 6 G ， 

Cg (“ ) =iVc;(a). 

定理 5设 M 是群 G 的子集，则与 M 共轭的子集个数等于 
[G:iV G (M )]. ， 

证明 与 M 共轭的子集有形式但是 

g~ 1 Mg = ⑽㈡ gg^Mgg^ 
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=M ㈡ gg’- 1 6 N G (M) ㈡ N G (JVOg 
= N G (M)g\ 

从而 M 的共轭子集数等于 G 对 iV c ( M ) 的陪集个数.证毕. 

系 设 aGG ， 则与 a 共轭的元素个数等于 [G : C G ( a )]. 
由这个系理可推出下面有益结果. 

定理6 设/>为素数⑺>1， G 为，阶群.则 | C ( G )|>1， 即 
G 有非平凡(即不为 1) 的中心元素. 

证明 设 r = lC ( G )|. 由于 16 C ( G )， 从而01•令 C ( G ) = 
{山，…， 〜} •由定 义知: ^为<5的中心元素 ㈡ 只有 a 自身与 a 共 
轭.所以将 G 分拆成共轭元素类的并时，每个中心元素〜 

均自成一类，而其余共轭类中元素个数均多于一个.但 
是由定理5的系可知每个共轭类的元素个数均是 p ”=| G | 的因 
子.所以 


P n = + 1 + …+ 1 + + P' 2 + …， （ t、 “2 … > 1). 

r 个 

因此 r =0( mod />). 但是 r > l , 从而 | C ( G ) | 这就表明存在 

(至少 p -1 个)不为1的中心元素.证毕. 

我们已经证明过4阶群是阿贝耳群.现在可以证明 
定理 7对每个素数/>，/阶群 G 均是阿贝耳群. 

证明 设1办€0,则 a 的阶为 > 或者/ > 2 ( 拉格朗日定理). 
如果 G 中存在〆阶元素容，则 G= { 1， g， 浐，…，〆 - 1 } 是阿贝耳 
群(同构于々） . 否则每个元素均是户阶元素.由定理6知 G 
中存在中心元素 a 关1，而 a 阶数是/>，从而子群 A = {l，a， …， 
V- 3中每个元素均是中心 元素. 由于 |G| =户 2 ， |A| ==户，所以 G 
中有元素6砭 A， 而6的阶也为户，不难 证明: A，A6，A6 2 , …， AV 1 
是 G 对 A 的全部陪集(若1，则 
A，l<m—n</>— 1，由于 m —n 和 p 互素，而 6 的阶为 p， 即知6 
6A， 矛盾），因此 G= { a n b m I 0^ n 9 m 《 p — 1} •由于为中心元 
： MJJ ^ Ma n b m )( a ”’ b mf )= a n ( b m a nf ) b m ’= ci ” a n / b m b mf = a Ti + n ， b m + m ，= 
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( a n ， b m > )( a n b m ). 这就表明 G 是阿贝耳群.证毕. 

习 题 

1；试证群 G 的任意多个子群的交仍是 G 的子群. 

2. 设 A 是群 G 的非空子集•试证 A 是 G 的子群当且仅当对 
任意 a , f ? eA , 以- 1 6必(这也相当于九4— 1 =焱). 

3. 设 A 是群 G 的有限子集，则 A 是 G 的子群当且仅当对任 
意 a ，66 A , ab ^ A . 

4. 设 A 和 B 分别是群 G 的两个子群.试证 A U B 是 G 的子 
群当且仅当或 B < A . 利用这个事实证明，群 G 不能表成两 
个真子群的并. 

5•设 A ， B 是群 G 的两个子群.试证 

45<0当且仅当 AB = BA . 

6. 设 A ， S 是群 G 的两个子群且 G = AB . 如果子群 C 包含 

A , fjC = A ( BnC ). 

7. 设 A 和 B 是有限群 G 的两个非空子集.若 

I A |+| B |>| G | J!JG = AB . 

8. 试 证:群 G 可以分解成它的子群 A 的互不相交的一些左 
陪集 MQ 6 G ) 的并 ( G 对 A 的左陪集分解). 

9. 如果 i ? 是群 G 对于子群 A 的右陪集代表元系，则 iT 1 是 
群 G 对于 A 的左陪集代表元系. 

10. ® A < G , B < G . 如果存在 i 66 G ， 使得 = 则 
A = B . 

11•设 H 和 K 分别是有限群 G 的两个子群.试证： 

I HgK \ = \ H \ \ K • g ~ l Hg _ f ] K \ . 

12. 设 A 是群 G 的具有有限指数的子群.试证，存在 G 的一 
组元素 '2 ，…，它们既可以作为 A 在 G 中的右陪集代表元系， 
又可以作为 A 在 G 中的左陪集代表元系 . ， 

13. 设 a ， 6是群 G 的任意两个元素•试证 a 和 a - 1 , M 和仏 
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有相同 的阶， 

14. $ G = GL (〜 C )， P 是主对角线上的元素均为1的 nXn 
上三角方阵全体形成的 G 的子群.确定 N g CP )， Cc ( P ) 和 P 的中 
心 C ( P ). 

15. 试证有限群 G 的一个真子群的全部共轭子群不能覆盖整 
个群 G . 结论对无限群是否成立？ 

16. 设 G 是有限阿贝耳群.试证 g 对应到？是0的一个自同 
构当且仅当6和 | G | 互素. 

17. 设 G 是奇数阶有限群， 《 eAut ( G ) 且= 1.令 

Gi = { g ^： G \ a ( g ) = g } 9 G-i = { g ^： G \ a ( g ) ~ g~ 1 }. 试证 
G = GiG-i 且 Gi PG - i = 1. 

18. 设 G 为群.对每个元素 g 6 G ， 如下定义 G : 对任 
意托 G ， f g (. x )^ g ~ l xg . iSiffi f g 是 G 的自同构，且 / g 是恒等自 
同构当且仅当 gec ( G ). 

1. 4循环群 

设 G 为群， S 是 G 的子集， G 中包含 S 的最小子群 A 叫做由 
S 生成的子群 ，表示成八=〈5> (注 意:若 Ai 和烏是包含 S 的子 
群，则 A f 1 A 2 也是包含 S 的子群，从而包含 S 的子群当中确实有 
最小的一个.事实上，它就是 G 中包含 S 的所有子群之交)•显然 
对 S 中每个元素 a ， a 和“ _1 均属于〈5>，从而对 ai , 6 SU 

S 一 1 时，〜 6〈 S >. 但是易证这种形式的元素之逆与积仍为这 
种形式的元素，所以它们形成一个子群，从而这也是包含 S 的最 
小子群.于是 

( S ) = | m ^ 0, a 2 - G S U S ~ l } 

(这里当时理解为 W 2 m = l ). 

如果群 G 自身由子集 S 生成的，即 〈 S > ，则称 S 是 G 的一 
个生成元系 ，如果 G =〈 S > 并且 S 是有限集，，称 G 是有限生成群 • 
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特别若群 G 由一个元素 a 生成，即 G = 心〉，称 G 是循 环群. 循环 
群是一类最简单的群，本节研究这种群的性质(子群特性，生成元 
特性以及决定它们的自同构群). 

设0=心〉是循环群.若 a 是无限阶元素，则…， 

…， 2 W ™ 1 = ，…，••是彼此不同的元素，全体即是 

G •从而 G 是同构于 Z 的无限群（同构可取为/: G 2： Z ，/〜)• 

如果 a 是有限阶元素，令 a 的阶为，则我们已多次指出， G = 
{ 1 ，〜 a 2 ，…/- 1 } 与整数模 n 加法群乙同构.于是我们证 明了： 
定理 1无限循环群同构于整数加法群 Z ， w 阶有限循环群 
同构于.从而同阶循环群彼此同构（不同阶循环群当然不 
同构). 

根据这个定理，〃阶循环群本质上只有一个，即样版为 Z (当 w 
= oo 时)或乙•由于义和乙是初等数论的主要研究对象，所以循 
环群的各种性质(及其证明)不过是初等数论中整数和同余性质的 
群论叙述形式.先谈循环群的子群. 

定理 2 循环群的子群均是循环群.详言之，设 G= 〈 a 〉 是循 
环群. • 

(1) 若 G 是无限循环群，则对每个正整数 m ， G 恰有一个指数 
为 m 的子群 G w =〈^〉，并且它们和 { 1 } 是 G 的全部子群 • 

(2) 若(；是〃阶有限循环群，则对;2的每个正因子 m ， G 恰有 

一个指数为 m 的^阶子群 G m = ( a -)， 并且它们是 G 的全部子群. 

9 f If 

证明 设《是(3 =〈“〉 的子群.不妨设 H 关 {1}. 令 m 是满足 
a m eH 的最小正 整数. 易知对每个整数〜 a n eH ^ m \ n . 于是 H 
= < a m ) = G m . 并且当 a 为无限阶元素时 ， [G : G m ] = m . 这就证明 
了 （1). 若 a 是 n 阶元素，则 m | n (设 n = mq + r 9 1, gG 

Z . 由于可知 〆 由 m 的极小性可知 r 
=0,即 m | w ). 于是? ?=7 wg . 从而 H = G 7 „={ l ，(^， a 2w ，…， Dm }. 
这是尸 w / m 阶循环群，从而 [G : G m ~]=\ G \/\ G m I = w / 尸 m (注意 
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G „ = {1}). 这就证明了 (2) .证毕. 

设 G =( a ) 为 n 阶循环群.拉格朗日定理是说， G 的每个子群 
的阶〖必是 n 的因子.定理2表明拉格朗日定理的逆也成立，即对 
于^的每个正因子恰好有(一个)〖阶子群 〈 a _>. 

定理 3 SG =〈 a 〉 是循 环群. 

(1) 若 G 为无限循环群，则 G 的生成元只有 a 和 f \ 

(2) 若 G 为 n 阶有限循环群，则 G 的生成元共有 p ( n ) 个，它 
们是 a k ( l ^ k ^ n , ( k , n ) = l). 

证明 （1) 显然.另一方面，由于 [ G : < a w >] 
= \n \ ，可知 ㈡ ? 2 =士 1 . 

(2) 根据 1.3 的定理3,由于 a 的阶为〜从而 V 的阶是 
n /{ k ^ n ). 于是 〈 a”=G ^> a k 的阶为 w ^ n ~ n /( k 9 n ) ( k ^ n ) = 

1. 证毕. 

最后我们决定循环群的自同构群.设 G = Q 〉，/.: G — G 是 G 
的自同构.令 /( a ) '则 /( G ) = 〈 a 〉 = G . 从而当 G 是无限循 

环群时必然 m = 土 1( 定理 3) •当 f ( a )= a 时， /(#) =#，因此这 
是恒等自同构•当 /( a ) 时， /( W ) 对每个 m 6 Z ) ，这 

也是 G 的自同构.所以 Aut ( G ) 是二元群.如果 G 是 w 阶有限循环 
群，则〈以〉=0鈐(//1，72) = 1(定理3).当 ( m ，《) = l 时，直接验证 
f m 5 G — G ， fmU 1 ) （对每个 1) 

是群的同态，并且由上述知九是满同态.由于 / m 把《元集合 G 
映到 n 元集 G 之上，由 / m 是满同态即知 / w 也是单同态（为什 
么?），于是 / w 是同构•当 0<7727 ^<w — 1 时, f m (a) = a m ^ a k 
= 可知从而 G 共有 〆 ”) 个自同构 {/ m I 
( m ， w ) = l} •由于 (/,„ • f n { ( a m， )=a mm ， =f mm f (a) , 于是 

f,n • 由此即知 Alit ( G ) 同构于乙中乘法可逆元构成的 

乘法群，这是 〆 72) 阶阿贝 耳群. 

习题 

1. 满足方程/ = 1的复数解集在通常乘法下是一个 n 阶循 
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环群. 

2. 群 G 没有非平凡子群的充分必要条件是 G ={1} 或 G 是素 
数阶循环群. 

3. 有理数加群 <2不是循环群，但它的任意有限生成的子群都 
是循环群. 


4. 设 a 和6是群 G 的元素，阶数分别是 n 和 m ， （〜 m ) = l 且 
ab = ba . 试证 〈 a 6> 是 G 的 mn 阶循环 子群. 

5•在^阶循环群 G 中，对？2的每个正因子 m ， 阶为 m 的元素 
恰好有 p ( m ) 个，由此证明等式 E〆m ) = & 

m\n 

6. 设 G 是一个 72 阶有限群.若对 72 的每一因子 m ， G 中至多 
只有一个 m 阶子群，则 G 是循环群. 

7. 真子群 M 称为群 G 的极大子群，如果不存在 G 的子群 B 
使得 M < B < G . 确定无限循环群的全部极大子群. 

, 8•如果有限群 G 的极大子群 M 是唯一的，则 G 是素数幂阶 
循环群. 


9. 举一个无限群的例子，它的任意阶数不为1的子群都具有 


有限指数. 

10. 设户 是一个素数， G 是方程/ = 1，/ 2 =：1，…， /=1， 


…的所有根在复数乘法下的群.试证， G 的任意真子群都是有限阶 
的循环群. 


1.5 正规子群、商群和同态定理 

在以上几节我们讲了一些群论中的定量结果(拉格朗日定理 
是典型例子乂本节主要目的是研究群论中定性结果 —— 同态基本 
定理 • 它是研究群的最基本也是最重要的一个工具.先谈正规子群 
和商群. 

设 iV 是群 G 的子群， G = UNa 是 G 对半 JV 的陪集分解.以 
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G 表示全体右陪集构成的集合，即 G={Na laeR }. 我们希望将集 
合 G 赋以群的结构•最自然的运算是定义 (Na) (Nb) =Nab . 但首 
先遇到的问题是 ：如此 定义运算是否可行？因为若取 Na 和 iV6 
中另一组代表元/和V (即 Na = Na’ ， Nb = Nf/) ，是否 Na’b’ = 
Nab? 如果不然，那么上述运算是不能定义的. 

上面的要求相 当于: 对每个/6施， b f 6Nb， 均要 NYl/ = 
•这也相当于要求 NaNb = Nab ，即 NaN = Na . 或者写成 
NaNa-^N, 而这又相当于要求 aNa~ l QV (对 a 6 G) •由此式得 
出(对每个 a6G). 这也相当于 NGaNfV 对每个 ae 
G). 于是要求 aiVa-LiV (对每个 KG). 换句话说，我们要求 iV 
是 G 的自共 轭子群 ，即只有 N 自身是 N 的共轭 子群. 

定义 群 G 的子群 N 叫做 G 的正 规子群 ，是指对每个 
g~ l Ng^N. 如果 N 是 G 的正规子群，则表示成 N<\G. 

引理 1 设 N 是 G 的 子群. 则下列条件彼此等价 • 

• (1) N<G. 

(2) 对于每个 gN=Ng. 

(3) N g (N)=G. 

(4) G 对于 N 的每个左陪集均是右陪集. 

证明 由 g ~ 1 Ng=N ㈡可知 （1) 和 （2) 等价.由于 
子群 iV 的共轭子群个数为 [G : iV c (iV)] (定理 5) ，从而 N〈G ㈡ 
[G: N g (N)] = 1 eG=iV G (iV) •所以 （1) 和 （3) 等价. 由 （2) 显然 
推出 (4) - 最后证(4)=>(2):对由 (4) 知有使得 giV = 
JV〆 •由于 16 N ， 从而 发 • 16 Ng \ 因此这就 
证明了 (2) .证毕 • 

设 N〈 G. 令 a^Na^aN. 我们可以在集合5= {江 keG} 上 

定义二元运算 W b=^b. 这个运算的可定义性是因 为:若 7==沒， 
即 a’N^aN，b'N=bN •则 

ab r == ab f N — a’b’NN = a’Nb’N = qNbN = ab. 

不难验证 G 对此运算形成群，幺元素为 l： =1 • iv=iv. 而 (sr 1 = 
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a — 1 . 我们把群 G 叫做群 G 对正规子群] V 的商群，表示成 G = 
G / N . 如果 G 是有限群，则 IG/JV 卜 | G : JV | = | G |,/| iV |. 

现在讲本节最主要结果. 

定理 1 (同态基本定理）设 /: G — G ' 是群的同态.则 Im / 
=/( G ) 是 C 的子群，是 G 的正 
规子群.并且有群同构 

7 •: G / Ker / 二 Im /， J(g) = f(g). 

( Im / 和 Ker / 分别叫做同态/的象和核） 

证明 先证 hnf 为 G ， 的子群.显然 l c = /(k ) 6 Im /. 若 

则有 a ，66 G 使得/(<2)= 〆 ，/(6)•于是( 〆 )— 1 
^/( a )- 1 =/( a — 1 ) 6 Im /, ab f =f(a)fdb) =/( aWGIm /. 这就 

表明 Im / 是0'的子群. 

再证 Ker /< G .不难看出 Ker /< G . 进而，对每个 g 6 G ， 

a 6 Ker /, f(g~ l ag)=f(g^ l )f(a)f(g)=f(g)~ l • 1 • f(g) = 
1. 因此 1 ag^ Kerf. 从而 g — 1 ( Ker /) g ^ Ker /. 类似可知 g 
( Ker /)#— 1 GKer /， 即 Kevf^g~ l ( Ker /) g. 从而 Ker /-^ 1 
( Ker /) g (对每个 g ^ G ). 这就表明 Ker /< G . 

现在定义映射 

/ : G / Ker /- Im /, 7( i )=/( g ) (对每个 ieG / Ker /) •首先 
要说明映射7的可定义性，即与 g = g ^ Kerf ) 中代表元选取无关. 
因若 〆 eg ( K er /), 则 g ，= g 上， k eKer /. 于是7(7)=/(/)= 
f ( gk ) = f ( g ) f ( k ) =/( g ) =/( i ). 其次，易证 7 为群的同态： 

7(H) = = /( 媒 ’ ） = /( 茗 ） • /(〆)= 7Q) • 7(F) 

再证7是满同 态:对 每个 a eim /,^ & 0使得/心）=，于是 
fG )= f ( a )= a \ 最后证7是单同态•若 5,5 GG / Ker /( a ，6 eG )， 
并且70=7(5)，则 /( a ) =/( W •于是 f { a - l b )= f { ar l f { b ) = 
1•从而 a — AGKer /. 于是 a ( Ker /) ( Ker /). 即 5 = 5 .综合上 
述，便知 G / Ker /— Imf 是群的同构 • 证 毕. 
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定理中给出的 7 叫 做正则同构. 如果将7看成 G / Ker /— G % 
则这是单同态 ， flH 正则 (单) 同态. 

系 设是群的同态.则 

(1) /为单同态 ㈡ Ker /={1}. 

⑵若/为满同态，则有(正则)同构7: G / Ker /^ G '. 

证明 （1) 若/为单同态，则 Ker /^/" 1 ^) 只能包含一个 
元素 1(;，即 Ker /={1}. 反之，若 Ker /={1}， 则当 a ，66 G 时， 

f ( a ) == f ( b )^=> f ( a ~ l b ) = Ker /= {1} ^> a ~ l b = l => a =6. 

于是 / 为单同态. 

(2) 由同态基本定理推出.因为这时 Im /= G ' 

今后我们要反复使用同态基本定理.为了研究各种群之间的 
联系，我们要善于构作和发现不同群之间的同态.现在先举两个简 
单例子. 

例 1不难验证 Z „， 是加法群满同态(这里 
«是整数 a 的模 w 同余 类). 并且 Ker /=?2 Z ={72 a | aGZ }. 于是我 

们得到加法群同构 ZAzZ 兰乙.所以整数模《加法群 Z „ 也常常写 
成 ZAiZ 的形式. 

例 2映射 det : GL ( n ， C )- K > 是乘法群的满同态，它把每 
个 n 阶可逆复方阵 M 映成它的行列式 detM ， 从而 

Ker(det) = {M 6 GL(w ， C) | detM = 1} == SL(n,C). 

因此 31^，0<101(；2,0并且(^(«，0/31>(72,0同构于非零复 
数乘法群 C *. 

定理 2设 N < G •令 j 是商群 G = G / iV 的全体子群组成的 
集合， Jf ={ M | N < M < G }， 即 G 和 iV 的中间群全体.则/: 
]， MpM = M/N 是 ——对应（注意 N < G ， N < M < G =^ N < 
M ). 并且对 Me 忒 M <\ G ㈡ M <1 G . 

汗明作映射 ， 

• M ^{g ^ G I gN = g M } 



请读者自 证:当 M6】 时， = 是 G 的子 

群并且包含 iV ，从而 A 是从2到 j 的映射.由于 

fh (M) - f({g eG\gN eM})^M, (对 M 6 D 
hf(M) = h(M ) 七 M (对 M e A, 

从而 / 和 A 是互逆的映射.因此/是 一一 对应.进而 M<G ㈡ 

(对每个 g eO ^ g~ l Mg = M (对每个 g ^ G ) ㈡ M <] 
G . 证毕. . 

例 3 我们决定所有的 4 元群.前面已知 4 元群 G 必是阿贝 
耳群，从而 G 的每个子群都是正规的. 若 G 有4 阶元素，则 G ^ Z 4 
(循环群) • 否则每个此 G ( a 关 1) 的阶均为 2. 取 a 6 G ， a 关1，则 a 2 
=1，即 a - a ' 1 .〈 a 〉 为 G 的2阶子群.从而为2元(循 
环)群，令5={1，5}， l = (a) 9 b=b<a) = {b 9 ba}. ^ l^=b 可知6磋 
〈 a 〉 ， 即6/1 ， b^a. 但是 6 GG 也是2阶 元素. 显然3=5 • b=l • 
石=^，从而即 ab^ly 又由 a ^ l 可知 ab ^ b . 因此 

就是 G 中除了 l ， a ，6 之外的第四个元素，即 G ={ l , a ,6, a 6}. 其中 
a 2 ^b 2 ， ab=ba ， ( aW 2 = l . 这个群叫做克莱因 （ Klein ) 四元群 ，记成 
K }. 它显然与 Zj 不同构，因为 Z 4 中有 4 阶元素而 K 4 中没有 4 阶 
元素•或者: K 4 中有三个2阶子群〈《>，〈6>，〈以>，而2 4 中只有一 
个 2 阶子群.这就表明 :4 阶群本质上只有两个: K 4 和 Z 4 . 

设4 = 〈 g 〉 ，则商群 K 4 /〈 a > 和 ZJ { g 2 〉均是2阶子群，从而彼 
此同构.这个简单的例子表明 :设 iV 和 iV ' 分别是 G 和 t 的正规子 
群.如果 N ^ N \ G / iV 兰 G 7 JV '， 我们不能推岀 G ^ G \ 

作为同态基本定理的应用，我们再给出两个同构定理. 

定理 3设 N<G，H<G •则 （HfliVXH，iV<]VH<G ，并 

且 NH/N 兰 H / HfliV . 

证明 由 N < G 可知 iVg ^ giV (对每个 geH )， 从而 
HN . 于是 

( NHXNHr 1 ^ ( NHXH - l N _ l ) = CNHXHN ) 

= N ( HH ) N = NHN = NNH = NH . 

f 
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因此 NH<G ( 参见 1. 3 中习题 2). 由于 iV< G ， 艦 NHGG ， 可 
知 iV<1 NH. 考虑映射 

f- H — NH/N ， = Nh. 

易知这是群的满同态 . 并且对每个 heH ， 
h 6 Ker/ ㈡ f(h) =Nh — l = N^h^ ： N^h^ ： Hf]N. 

于是 Ker/=HT1N ， 从而 H 门 iV< R 并且由同态基本定理的系 
可知 H/Hfl N^NH/N. 证毕 . 


定理4 


设 JV<1G，M<G, iV<M ，则 G/M^^ (注意由定 


理2知 M/iV<] G/iV •由 N<G, 〜<]^知]\/<]购. 

证明设/ : G/N—G/M，gN ^gM. 首先说明这个映射可 
以定 义:若 (尽 ，〆 e g ) ，则尽- 1 〆 e ngm ， 即 1 〆 e 
M， 于是 g M= g f M. 进而， / 显然是满同态.最后，对于 g6 G ， 
giV 6 Ker/ ㈡ gM = M^>g^ ： M^gN 6 M/N. 

从而 Ker/=M/iV. 于是由同态基本定理的系便知^兰 G / M . 
证毕. 


习 题 

1- 令 G 是实数对 (a，W，a#0 带有乘法 

(a 9 b)(c 9 d) — (ac 9 ad +6) 

的群.试证 {(1 ， W ； beR }^ G 的正规子群且 G/K 兰只 * . 这里 
K 是实数集合，1? * 是非零实数的乘法群. 

2•设 G 是群， iV<M<G. 
i ) 如果 iV<G， 则 N<M. 
ti ) 如果 N<M，iV 是否一定是 G 的正规子群？ 

3. 试 证:群 G 的中心 C(G) 是 G 的正规子群. 

4•群 G 的指数为2的子群一定是 G 的正规子群. 

5. 设 NOG，M 是 G 的子群且 IV<M ，则 Nc ^MVN^ Ng 

4 
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( M ). 这里 G = G / N , M - M / N . 

6. 设 /: G — H 是群同态， M < G . 

试证厂这里 K = Ker (/). 

7 . 设 M 和 JV 分别是群 G 的正规 子群. 如果 Mfl iV = 1，则对 
任意 aGM ，66 N , ab = ba . 

8 . 设 / : G ^ H 是群 同态. 如果 g 是 G 的一个有限阶元素， 
则 /( g ) 的阶整除尽的阶. 

9. 设 JV <] G ， g 是群 G 的任意一个 元素. 如果 g 的阶和 I G/NI 
互素，则 

10. 如果 G / C ( G ) 是循环群，则 G 是阿贝耳群. 

11. 群 G 的非平凡子群 iV 称为 G 的极小子群，如果不存在子 
群 B 使得 {1}< B < N •试 证： 

i )整数加群2没有极小子群. 

ii ) 有理数加群2既没有极小子群也没有极大子群 • 

12. 用 KG ) 表示 G 的全部内自同构组成的 集合. 试证 KG ) 
< Ant ( G ) 且 7( G )^ G / C ( G ). 

1.6 置换群 

除了同态基本定理，研究群的另一个重要手段 是群在集合上 
的作用， 或者说成是群 的置换表示， 即一个给定群到某个置换群上 
的同态.为此，我们在本节中介绍有限集合上置换群的基本 知识. 

我们说过，集合 S 到自身之上的每个一一对应^叫做2上的 
一个置换.如果，…， 〜} 是有限集，这个置换可以表示成 

/ ai a 2 … a n 

(j = I • • 

W ( ai ) a ( a 2 ) … < y (： a n ) 1 

两个置换的乘积定义成它们作为 2 到 s 映射的合成(这仍是集合 
S 上的置换），即若 ( T 和 r 是 I ：上两个置换，则置换盯定义为 

( crr )( a £ ) = crCrCa ,-)) (1 ^ z ^ n ). 

I 
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例如 


<22 dz d \\ iCi \ ci2 a 3 a 4 


a 2 


^1 ^3 cla ci2 a\ as a2 a\ 


a 2 a 4 


而置换 C 的逆则为 (7 作为 S 到 S 映射的逆，即 


^4 

a x 


a 


一 1 


o{a x ) cr(a 2 ) 


_ • • 


( j ( a n ) 


a \ 


a 2 




以 S ( S ) 表示 E 上全部置换构成的集合，这是一个; z ! 元群， n = 
I SI •么元素是恒等置换 



S ( E ) 叫集合 E 上的对称群 ，它的每个子群均 叫集合 E 上的置 
换群. 


设 S 和 2 T 是两个有限集合，如果 | E | = | I ： , | 易知 S ( E ) 
和 S ( S ') 同构，从而可以谈”元集合上的对称群，表示成 s „ .而氏 
的每个子群均叫〃元集合上的置换群. 

一个置换若把〖个不同元素 a , ^ ，仏 2 ，…，％分别映成％ ，叫， 
…，气，叫，则这件事写成(％ a i 2 …％)，叫做是一个 长为之 的轮换. 
不难看出，每个置换均可写成一些轮换的乘积，使得不同轮换中没 

有公共元素.例如 GSS 9 = (1)(23)(456) •长为1的置换往往 


略去不写，即上式通常记为 (23)(456). 由于不同轮换中没有公共 
元素，这些轮换的次序可任意改变，例如 (23) (456) = (456) (23). 

如果不计这种次序，那么每个置换可唯一表成没有公共元素的一 
些轮换之积. 

长为2的轮换 叫对换 • 例如 U 6) 即是把 a 变为6而把6变为 a 

(其余元素不变).每个轮换可表成一些对换 之积： ( ai a 2 - a n )== 

( Aa w )( a l £ 2 „— i ) … ( a ia2 ). 所以每个置换总可表成有限个对换之 

积. 这种表达式(甚至对换的个数)显然不 唯一. 但>是，一个熟知的 

事实是 :同一 个置换以多种方式表成对换之积时，其所含对换个数 
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的奇偶性是不 变的. 表成奇(偶)数个对换之积的置换叫做奇(偶) 
置换 • 显然，两个奇置换或两个偶置换之积是偶置换，一个奇置换 
与一个偶置换之积是奇置换.所以当^2时考虑映射 

/: S „ — {土 1} (右边为二元乘法群). 

其中 /( 偶置换）= 1，/(奇置换） L 则由上述可知这是群同 
态.当命2时由 /( I ) = 1，/((_ 2 )) = -1，可知/是满同态. 
Ker / 是全体偶置换构成的子群叫做„元集合上的交错群，从 
而八2是 S „ 的正规子群，并且 [ S „ : A „] = 2，| A „ 丨 = ”!/2(当 
时 ：)• 

现在谈群忒和 A , 的生成元系 

定理1将 S „ 看作是{1，2,…，幻上的对称群，则时 
(12)，(13)，…,(1”)是 S ” 的一个生成元系. 

证明由于每个置换均是有限个对换之积，而当 i 妾 j ， f 关1， 
i^l 时， （ zV ) = (10( U )(10 •证 毕. 

定理 2 当 时，全体长为3的轮换形成 A „ 的一个生成 

元系. 

证明设 a 尹1是偶置换，则 a 是偶数个对换之积.从而只需 
证任意两个对换之积可用长为3的轮换表示即可.对于 r =( z * i ) 
( rs ) (序•如果 ( fj ) = ( rs ) ，则 r —1. 如果 则 r = 

(加) • 如果 i ， j ， r ， s 两两不等，则 z =( ris ) ( ijr ). 证毕 • 

现在研究&中元素的共轭分类•设 ( ieS „ ，设将 cK 唯一地)表 
示成没有公共元素的轮换 之积. 如果其中长为 r 的轮换共有; U 个 
( l < r < w ). 则称置换 a 的型为 l A i 2 A 2 …例如 S 7 中的置换 
(123) (45) 的型为 I 2 2 1 3 1 4。5° 6° 7°•当 A :=0 时(即 a 中没有长为 
f 的轮换），6=纟°可略去•例如前面 a 的型为 I 2 2 1 3 1 . 

定理3对称群 S , 中两个置换共轭的充要条件是它们有相 
同 的型. 

证明设 <7和 〆 是乂中两个置换.如果 c 和 〆 共轭，则存在 r 
€氏使得 〆 二!^— 1 ，将 CT 表示成无公共元素的轮换 之积： 
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(7=(咖*丫)”.(0^.._7)，则 

(/=tOT— 1 = (r(a)r ⑹ … r(c))...(z*(or)t*(j8) … r(y)). 

这是因为 

(zcrr _1 )(r(a)) == (z?r)(a) = r(cr(a)) — r(b). 

即当 a 把 a 变成 6 时，变成 r ( W ， 于是 c / 和 a 有同样的 
型,现在设 ex 和 ct ’ 有同样的型: or =( a 6". c )".( aj 3"7)， a ’ = ( aV … 

〆 ）•..(£/ 〆 … y ') •令 r =(> I ::: 2 》 二 ^，则阶― 1 

=^(7\ 证毕. 

以 [1又1 2 a 2 …心]表示 S „ 中型为 1 a i 2 a 2 - y « 的全部置换 (1 A ! + 
2 A 2 + … +呔 =«) 组成的共轭元素类，下面列出 S 4 的所有共轭元 
素类 • 

[ I 4 ]: 1( 恒等置 换). 

[ P 2 1 ]： (12)， （13), (14)，（23)，（24)， (34). 

[ l ^ 1 ]： (123)， （132)， （124)， （142)， （234)， （243)， 

(134)， (143). 

[2 2 ]： (12)(34)， （13)(24)， （14)(23). 

[4 1 ]： (1234)， （1243)， （1324), (1342), (1423)， 

(1432). 

定义 只有平凡正规子群的群叫做 单群. 

例如: 素数阶群厶是循环群，它只有平凡子群 { 1 } 和&，从而 
是单群.由 L 4 定理 2 知元素个数大于 1 的阿贝耳群是单群的充 
要条件是它为素数阶(循环)群.所以除了一元群和素数阶(循环) 
群之外，其他单群均是非阿贝耳群.决定全部有限非阿贝耳单群的 
问题具有漫长而有趣的历史.这个著名群论问题最终于 1981 年才 
完全解决.可是人们很早就发现 

定理 4当 n >5 时，交错群人是单群 • ， 

证明 设⑴为 V <1 A „ ，我们分几步证明 N = A „. 

(1) N 中必包含一个元素是长为3的轮换.事实上，设1為 r 6 
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IV ， 并且 ^ 将 2 = ，…， 〜} 中尽可能多地元素保持不动.我们证 
明^恰好变动3个^，从而必是长为3的轮换.首先， a 至少变动3 
个 A (因为只变动两个 a : 的为对换，而对换是奇置换不属于 A n ). 
现在把 tx 写成没有公共元素的轮换之积，并且把最长的轮换写在 
左边.若 a 恰好变动4个•，贝 lj (a a 2 ) U 3 a 4 ) .由于 n ^5, 从而 J 3 
= (< 23 ^ 4 «3 s ) ^ A „ ，而 ai = jiy『 l = ( ai <22) 6 IV ，于是 cwi = 

( a 3 a 4 )( a 4 a 5 ) = ( a 3 a 4 a 5 ) 6 N , 即是长为 3 的轮换.若 j 至少变动5 
个 a z ， 则又分三种情形 考虑： 

(一） a 包含长度>4的轮换，即 ( aia 2 a 3 a 4 …）…•取0= 

( a 2 a 3 a 4 ) GA n , jil!j a \ — ( aia 3 a 4 a 2 …）… 6 iV ， 而 z ’>5 时， 

fT ( a ,) = fTi ( a z ) ，从而 JV 中 cr ^"" 1 至多变动 4 个 仏 ，这与 ( T 变动 a t •个 
数的极小性矛盾. 

(二） a 中轮换最大长度为3,则…)…，由于 
( T 至少变动5个 a , ，从而 a 不是长为3的轮换.因此这样的 CT 至少 
变动6个 •.取 ^3= (<22^3^4) G A „ ，则 (Ti — JbjS~ l — (^ a \ a ^ a \) ( a 2«5 
••• XN ， MN 中置换至多变动 5 个 ai •，这又导致矛盾. 

(三） 设 a 是一些对换 之积: («^ 2 ) ( a 3 a 4 )-, 它至少变动 6 
个 ••取 ^3= { a 2 dzU ^) 6 A „ ，则 ai = ji 7 『 l = { aia ^) ( a 4 a 2) …€ N ， 而 
^ rUGN ) 只变动4个 a , ，矛盾.综合上述，可知 JV 中包含元素是 
长为3的轮换. 

(2) 再 证:所 有长为3的轮换均属于 N . 由于 （1) 中已证有长 

为3的轮换^ 属于 N . 现设^是 A „ 中任意一个长为3的轮换，由 
于 a 和 (/ 有同样的型，从而有 r6S „ 使 〆 = r _1 < rr (定理 3) .若 r € 
人 ，则 ^ eiV . 若 r € A „ ，即 r 为奇置换，由于 n >5, 可知 a 至少固 
定两个文字（不妨设是) A 和 a 2 . 令则拎=碎，于是 
( fir ) — 1 ( T ( 尽 t ) = 7 T — 1 /3~ 1 cr /3 r = 1 err = ( /•丽 /? r €* ，从而又得到 o G 

N . 于是 N 包含所有长为3的轮换. 

(3) 根据定理2,全部长为3的轮换生成因此 N = A n .即 

A „ 为单群 ( n >5) .证 毕. , 
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系 当时， A „ 是 S „ 的唯一非平凡正规子群. 

证明 我们已经说过人 <3 S„ •另一方面，设 { 1 } 关 N<] S„ .如 
果 N<A„ ，则 iV< 九， 由定理4知 N = A n . 如果 JV 包含奇置换，则 
]VnA„<M„ 并且 A./iVnAn^NAn/iV^^/iVa 5定理 3). 于是 

1NHAJ = U A ” 1 =音 i 州•但是 iVnA n <J A”, 由定理4知 

]\/门八„为〜或{1}.若以门戌=4„，则|川=2|~门八 1 |=2|戌| 
= n \ ，从而 'iV=S„ •若 ]VHA„ = {1} ， 则 |N|=2. 易证 n>5 时 S„ 不 
可能有2阶正规 子群. 从而只能 N = S „ 或焱„.即丄是 S„ 的唯一 
非平凡正规子群.证毕. 


习 题 

1. 把置换 (456)(567)(761) 写成不相交轮换 的积. 

2. 讨论置换 

江 = (1 2… n) 

n — 1 ••• 1/ 

的奇偶性. 

3. &中型为1、沙… 心的置 换共有 n!/；f[A, !W) A : 个，由 

此证明 21 


Aj-f*2A2+***+7A n =n 

i=l 

4. 设尸 （12“a) 是 S„ 的一个全轮换，试证 C s „Gr) =〈a>. 

5. 一个置换的阶等于它的轮换表示中各个轮换的长度的最 
小公倍数. 

6. 确定 S 4 的全部正规子群. 

7. 试证 A 4 没有6阶子群. 

8. 试 证:当 时， C(S«) = {1}. ， 

9•当 n>3 时，试证 2个3轮换（123).， （124) ,…， (12n) 是 
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的一组生成元. 

10 •设仍和仍是 S „ 中的两个偶置换，如果 a 和 cr 2 在 S „ 中 
共辗，它们在 A „ 中也一定共轭吗？ 

11.当《彡2时，试证 (12) 和 (123“. n ) 是 S „ 的一组生成元 • 

1.7 群在集合上的作用 

我们说过同态是研究群之间关系的基本 手段. 为了研究一个 
群 G ， 自然希望有一些理想的“样板”群作为标准，然后通过研究 g 
到样板群的各种同态来把握 G 的 特性. 理想的样板群有两类 ，一 
类是置换群，另一类是矩阵群.一个群 G 到置换群的同态叫 G 的 
置 换表示 ，而到矩阵群的同态 叫线性 表示. 研究群的线性表示是群 
论的一个美妙的分支,即通常所谓 群表示理论， 它在物理、化学、力 
学等许多方面都得到重要 应用. 本节的目的是介绍群的置换表示 
理论的一些基本知识. 

设 I ：是一个集合， S ( S ) 是2上的对称群，群 G 到 S ( E ) 的每 
个同态/ •• kS ( E ) 都叫做群 G 在集合 S 上的一个置换表示 .如 
果/是单同态，则称/是忠实 表示. 这时，对于 G 中不同的元素尽， 
/( 发)是 S 上不同的 置换. 群 G 借助于置换表示/作用在集合2之 
上，也就是说，元素 gGG 在集合 S 上的作用看成是置换 /(#) ，对 
于每个2，定义 ga = f ( g ) a . 

设 tt : 0+ S ( E ) 是一个置换 表示. 在 E 上定义如下的关 系:对 
于 a ， 66 2, a 〜6 ㈡ 有发 6 G ， 使得职 =6. , 

这是一个等价关系，因为 （1) 7 T (1 C ) 是 E 的恒等置换，从而对 
每个 1 G • 即 a 〜 a ;(2) 如果 a 〜6,则有使得 
职=6，于是^*义二。，即6 〜 a ; (3) 若 a 〜 b ， 6 〜 c ， 则职=6， hb = 
“其中 g ， A 6 G ， 于是 (/ ig )(2 = c ， 所以 a 〜 c . (简言之，〜是等价关 
系，因为 G 是群 .） > 

对于上述等价关系，2中元素 a 所在的等价类是 [ a ] =Ga = 
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每个等价类叫一个 & 轨道， 或简称轨道.于是集合 S 
分拆成一些轨道，在同一轨道中，可以通过某个 geG 的作用将其 
一个元素变为另一个元素，而不同轨道中的两个元素不可以这样 
做.如果 G 在 E 上的作用只有一个轨道，则称 G 在2上是传 递的. 
显然，如果将 G 看成它在某一个 G ■轨 道上的作用，则 G 显然是传 
递的 • 

例 1 设 G 是群，取 E = 如下作 映射： pG — S ( G )， 
对每个 g ， •也就是说，对于 g6G ， 是集合 
G 上如下的 置换: 它将 G 的每个元素 a 变成 ga . (由群 G 上的消去 
律可知 Yd 是 G 上的置换 •） 由于 

(p(g)p(g / ))a — p(g)(p(g / )a) = p(g)(ga) — gga — p(gg f )a 9 

从而 〆 》 〆〆 )，即 pG — S ( G ) 是群的同态，因此 w 是群 
G 在集合 G 上的一个置换表示，这叫做群 G 的左 正则表示. 由于 

g G Ker^o ㈡ 职 =a，Va 6 G ^ g = 1 G ., 

于是 p 为单同态，即左正则表示是忠实的. 

类似地定义 

r ： G -> S ( G ), z(g)a=ag ~ 1 , 

T(g)T(g)a = z(g)ag / ~ 1 =ag~ l g~ 1 =a{gg)~ l =r(gg)a 9 

可知 r 也是一个群同态.表示 r 叫做 G 的右正则表示 ，它也是忠 
实的. 

作为正则表示的应用，我们有 

定理1 (凯莱 Cayley ) 每个群均同构于某个置换群. 

证明 由于正则表示 〆 或者 r ): G - S ( G ) 是忠实的，根据同 
态基本定理， G 同构于 〆 G ) ，而 〆 G ) 是集合 G 上对称群 S ( G ) 的 
子群，从而 yc ) 是集合 g 上的置 换群. 证毕 •. 

这个定理充分显示出置换群有资格作为一切群的样板群•但 
是一般来讲，集合 G 太大，我们希望能给出群 G 在较小集合 E 上 
的置换表示.因为一般来说， | S | 愈小， S ( S ) = S „ 的子群愈容 

易研究. ， 
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例 2 设 H < G •取 S = { affk6G}，gPs 是 G 对于 H 的全部 

陪集 aH 构成的集合，定义 

pH ! G —*■ S ( 2 ) > pH iuH ) = gaH 9 

即对每个 g € G , 印 ( g ) 把陪集 aH 变成 gaH . 这是集合 S 上的置 
换，并且即是群的同态，从而即给出 G 的一个置换表示，叫做群 
G 对于子群 H 的左诱导表示.由于 

㈡ gaH — aH , Va 6 G ㈡ a~ l ga G H 9 6 G 
㈡ g 6 aHa~ l , VaGG^g'GH aHa~ l . 

a 6 G 

从而 Kerp H = QaHa ~ l =^ H 的所有共辄子群的交. 

类似可定对于子群 H 的右诱导表示 ：S = { HakeG }， 
r H : 0-5(2)， T H ( g )( Ha )^ Hag ~\ Kerrn 也是 H 的所有共 

轭子群的交. ‘ 

例3设 A 是群 G 的任意子集.取 I ^ UAflaeG } (即 A 

的全部共轭子集).定义 

7 T : G -^ S ( S )，7 r ( g )( aAa -1 ) = gaAa ~ l g~ l = { ga ) A { gaT l , 
这是一个置换表示，叫做群 G 对于子集 A 的共轭表示•由于 

g G Ker7r ㈡ gaAa ~ l g~ l = aAa~ l , 

V a G G ㈡ a ~ l ga 6 N G ( A ) ， 

Va 6 G ㈡ g 6 aN G ( A ) aT l , Va G G . 

从而 Ker ； r = flaiV G ( A ) a — 1 ，即为正规化子 N G ( A ) 的所有共轭子 

a 6 G ^ 

群的交. 

设群 G 作用于集合 S 之上，则对每个元素 a 6 S ， G a = { g€G 
| ga = a } 是 G 的一个子群，叫做元素 a 的固定子群 • 

定理2 (轨道公式)设有限群 G 作用于_合2上， aeS ， 则 
| G | = | G a | | [ a ] I . 

证明作 G 对子群 G fl 的陪集分解， G =& G a U 沿 G a U … U 
g n G a , : G a ] •令狀二仏 ， 1<£<72•对每个 则有唯 一* 

的 使得 ，令 ，则 ga — giha ~ ai . 



但是山 ^aj ㈡ ㈡ gj l gia =a ^ gj l gi 6 G a ㈡ g t G a = 

SjGa ㈡ i = j ，从而 a !， a 2 , …， a „ 两两相异， [ a ] = { a 〗， a 2 ，…， } 是 
打元集合，即 

I [ a ] I = ?2 — [G ： G fl ] ~ I G I / I G a I . 

证毕. 

系 设有限群 G 作用在有限集 S 上是传递的，则对于每个 a 

es,iGi = | GjiEi . 

注意: （1) 当 G 是无限群时，如果 [G : G a ] 有限，则 | [ a ] 丨== 
G 5 G a ] 也是正确的. 

(2) 利用例3的共轭表示和定理2,我们重新得到前面所证 
的:设 A 为群 G 的子集，则 A 的共轭子集个数等于 [G : N C ( A )]. 
例4 正 rz 边形的对称群 ( n >3). 

设正 〃边形 的顶点依次为1，2,…， n ， 通过平面上欧氏运动和 
反转将正〃边形变成自身的每个运 动叫做 该正; 2边形的一个对 
称. 全 体这种 对称自然形成一个群， 叫做正〃边形的对称群, 记成 
D n . 我们来决定这个群. 

D n 中的元素显然是正”边形 n 个顶点的一个置换，并且它由 
这个置换完全决定，所以我们可以把认看成是;2个顶点 { 1，2， 

上的置 换群. 首先，绕正〃边形中心0反时针 旋转& 角度是 

n 

Dn 中的元素，它看成顶点置换则为 ^=(123 … n )， 这是《阶元素. 
由于 Y ( l )= f + l (0< f <"— 1)，所以辽在{1，2,…， 72} 上的作用 
是传递的.其次，将顶点1固定的对称一共有两个，除了恒等置换 
之外还有将顶点1保持不动的反射 

'(2，”)(3 ，n — 1)".(|，晋 + 2)(若2 | / 2 ) 

T ~ < 

、（2， w )(3，《 — (若 2 > n ) 

从而顶点1的固定子群是2 阶的. 根据轨道公式便知 | D „ | 
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注意 r 是 2 阶元素 — 1， 0< j < l ) 是个不同的对 

称，它们给出群的全部元素•这个群的运算法则由^ = 1，# = 
1和 rcr = cr _1 r 完全决定. 

最后我们用群在集合上的作用解决一些群论 问题. 

引理 1设 G 是2〃 阶群，则 G 必有指数为2的正规 
子群. 

证明 考虑 G 的左正则表示 /0: G ^ S ( G )== S 2 „. 由于^是忠实 
表示， GS〆 ©， 因此只需对置换群 〆 G ) 证明 引理. 注意群 G 中必 
有2阶兀素 g 9 g ^ l 9 g 2 — I . 由于 p ( g ) a ^ a , p ( g ) 2 a =^ a 9 V ^6 

G ， 置换 〆 g ) 是 一 些对换 ( a , 〆 &)«)之积 • G 共有 2/ z 个元素，从而 
〆 》是”个对换 之积. 由假设”是奇数， 〆 g ) 为奇置换.我们证明 
了群 P ( G ) 中含有奇置换，从而 ^( G ) 中的偶置换构成了 〆 G ) 的指 
数为2的子群，指数为2的子群必是正规的，证毕. 

由此得到一个重要的 

定理 3设 G 为有限群 ， | G | >6且 | G | =2( mod 4) ， 则 G 不是 
单群. 

引理 2设 G 为有限群，户是 | G | 的最小素因子.如果 N < G ， 
[ G : N ]=/>， 则则 G . 

证明 考虑 G 对于子群 N 的诱导表示: ㈣ ： G ^ S ” Kerp = 

j ^ j / 2 1 Na ^ N ，从而 /?== | G | / | N | 除尽 | G |/| KerpN I •由于 p 2 \ p \ 

=i S fi 丨，而 G / Kerp N 同构于 S p 的一个子群，因此 /> 2 除不尽 
|6/心卿|.另一方面|0/!^卿|没有比/)大的素因子，由对的 
假设它也没有比 p 小的素因子，从而 IG / Kei ^ \= p . 但是 [G : N ] 
且 Ket ^ C / V ， 因此 N = Kerp N ， 于是 N < G . 证毕. 

习题 

i 

1- 设 G 作用在集合 S 上，对任意 a ， 66公，若存在 gGG 使 
得^2=6,则 Ga ^ g ^ Gbg . 换句话说，同一轨道中元素的固定子群 
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彼此共轭. 


2. 求正四面体，正立方体，正八面体，正十二面体和正二十面 
体(如图所示)的对称群各有多少元素？这五个对称群当中是否有 
同构的(图 2)? 



正四面体 正立方体 正八面体 



正十二面体 正二十面体 


图2 

3. 设群 G 在集合 E 上的作用是传递的， iV 是 G 的正规子群， 
则 E 在 N 作用下的每个轨道有同样多的元素. 

4. 设群 G 作用在集合 E 上.令〖表示 S 在 G 作用下的轨道个 
数，对任意 gee , /( g ) 表示 s 在 g 作用下的不动点个数.试证 

2/(尽）=，丨 G I . • 
gee 

这就是说， G 的每个元素在 E 上作用平均使得£个文字不动. 

5. 设 f 是一个素数， G 是 p 的方幂阶的 If . 试证 G 的非正规 

子群的个数一定是 f 的倍数. ' 

6 . 令 G 是一个单群，如果存在 G 的真子群 H 使得 | G : H |< 
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4,则 | G |<3. • ' 

7. 设 H 是无限群 G 的一个具有有限指数的真子群.试证 ， G 
一定含有一个有有限指数的真正规子群. 

8. 试证，全线性群 GL(n ， C) 不含有指数有限的真子群. 

9. 令 G 是阶数为的群，其中 m 是奇数.如果 G 含有一个 
2 W 阶的元素，则 G 含有一个指数为的正规子群. 

10. 求对称群 S 3 的自同构群 AutS 3 . 

11 . 设《是有限群 G 的一个自同构.若 a 把每个元素都变到 
它在 g 中的共轭元素，即对任意 g ec , g 和共轭，则《的阶 
的每个素因子都是 | G | 的因子. 

12 . 设 夕是丨 G | 的最小素因子.若阶子群 A < G ， 则 A 
< C ( G ). 


1.8 希洛夫定理 

拉格朗日定理是说:若有限群 G 的阶数是 n ，则 G 的每个子群 
的阶 都是〃 的因子.反过来，对于 n 的每个因子 cf ， G 未必有 d 阶 
子群.例如我们已知 60 阶群 A 5 是单群，它没有 30 阶子群，因为这 
样的子群一定是正规的.但是下一定理表明，对于 IG | 的特殊的因 
子 c /， G 必有 d 阶子群.在本定理以及以后许多结果的证明中，我 
们不断使用群在集合上的作用这一有效工具. 

定理 1 设， MG |， 其中 f 为素数.以 N ( n ) 表示 G 中 n 阶子 
群的个数，则 iV (，: ^ l ( m 0 d $). 特别地，如果 f | | G |， 则 G 至少 
存在一个圹阶子群. ‘ 

证明令 | G |= pi 以2表示 G 的全部 〆 元子集组成的集 
族，则121 = Cf . 考虑 G 在2上的如下 作用： 

pO > S ( E )， p(g)M=Mg~ l , V ^ eG , S . 2 分拆成一 

些轨道之并 


43 



2 Ti\, T { == [G • A z -], 

攀 

1 i _ 1 

其中 A = 以 6 G | Mg - 是轨道 7； 中任一元素⑽的固定 
子群 • 由于 MAeM，M: 可以分拆成 

k i 

⑽ = U gijAi, gij 6 M { 

> =1 

々，- = \ Mi \/\ Ai \ = p r /\ Ai \. 于是 |A ; I = p r i , r t <r. 如果 n<r， 则 
I Ti I =[G : Ai ~\ — np r ~ r i =0(mod/)n). 如果 r z = r, 则 | T { | == n •于 
是 


C( p r 


E 


E I 


£ 


T, 


n ^ l ( modpn ) 

l^|=n 


现在计算 f 1 ，即长为 《 的轨道 T: 的个数.注意 I 了,. I IA I 

\T i ! —n 1 


=1=>风=发入,于是，阶子群氏二茗义名厂 1 与 • 

SiAi 在同一轨道 T, 之中•并且若 X6T,， 则 
B 必 g— 1 ， 所以轨道 T : 中”个元素即是 G 对于，阶子 群艮的 w 
个陪集.注意这 〃个 陪集 中除氏 外其余陪集不包含1，从而不会 
是子群.这就表明， G 的每个，阶子群均恰好在一个长为 n 的轨 

道之中•于是 2] 1=州，).从而 

\ T { \=^n 


C p np r = nN(p r )(modpn). 

这个同余式对任意阶群 G 均成立，特别取 G 为阶循环 
群，则它只有一个，阶子群，代人上式即知 C $^ z ( mod 抑)•于 
是”三7^(/0(!110(]如)从而 N ( p r )= Umodp ). 证毕. 

定义设 G 为 〆 阶群，其中孕为素数， r > l ， /4 …则 G 的 
每个，阶子群均叫做 G 的希洛夫 ( Sylow ) f 子群. 

定理 2( 希洛夫）设 G 为有跟群，则 

(1) 对 | G | 的每个素因子％均存在 G 的希洛夫少 子群； 

(2) G 的希洛夫 />- 子群彼此 共轭； , 

( 3 ) G 的希洛夫子群的个数三1 ( mod /?); 
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(4) 设 P 为 G 的一个希洛夫穴子群，则 G 的希洛夫炉子群的 
个数为 [ G : iV G ( P )]. 

证明 （1) 和⑶由定理1直接推出，由 （2) 容易得到 (4) ，从而 
只需证 (2). 令 S 是 G 的所有希洛夫 f 子群构成的集合，将 G 共轭 
作用于其上•令 △ 是一个 G •轨道.取 P 6 E ，再将 P 共轭作用于4 
上. △ 分拆成一些 P - 轨道，每个 P - 轨道的长度是 | P | =，的因子. 
如果，6△，并且 〆 自身组成一个 P - 轨道，即 xP f x~ l = P f 9 Vx 
6 P ， 则 P < N c ( P f ) 从而 PP r < G . 但是丨 P ， 丨 =I P I I 〆 1/ 
IP 门仍为 P 的幂，且，由于 P 和 P ' 均是希洛夫 p - 子 
群.故必 P = PP / = P / . 这就表明当 P ^ A 时， zi 中长为1的轨道只 
有 { P }， 从而 |△ Ml ( m 0 d />) •当时，△没有长为1的轨道，从 
而 |4|=0( mod />). 这两种情形不可能同时发生，所以只能是所有 
希洛夫/>■子群均在 △ 中，即换句话说， G 在2上的共轭作 
用是传递的，即 G 的所有希洛夫診子群彼此共轭.证毕. 

系1设素数声是 | G | 的因子，则群 G 的每个户方幂阶的子 
群 B 均包含在 G 的某个希洛夫，子群内. 

证明仍以2表示 G 的全部希洛夫，子群，由定理2可知 
121 ^ l ( mod /0 •将 B 共轭作用在 S 上，每个佐轨道的长度是 j B | 
的因子，从而为的 方幂. 由 | S 丨 ^ l ( modp ) 可知必有长为1的 
B ■轨道 { P }. 与证明定理2的 (2) —样可由此推出，于是 B 

，即 S 包含在希洛夫穴子群 P 内. 证毕. 

系2设 P 是 G 的希洛夫欠子群， A < G ，且] V G ( P )< A ， 则 
Nq { A ) — A . 

证明设 g 6 iV G G 4) ，则 ，从而 g ^ Pg ^ g ^ Ag ^ 

A ， 由于 P < N g CP )< A < G ，从而 P 为 A 的希洛夫户-子群.再由 

g - l Pg <： A 9 |/ 5 | = |厂 1 &|，知厂 1 1^也是义的希洛夫纩子群. 
由定理2即知存在 a 6 A ， 使得 a — 1 ( g - 即 gaeN G ( P ) 
< A .于是 gGA . 证毕. ， 

系 3( 弗拉梯尼 （ Fratini )) M <] G ， P 为 M 的希洛夫 p - 子 
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群，则 G = MiV G ( P ). 

证明 对每个 g6G , g - l Pg < g - 1 Mg = M . 于是由定理2知 
有 々6 M 使得是― U 尽，即 g keN G ( P ) •频 g =( gk ) 
々一 1 6 N g ( P ) M = MN g ( P ). 证毕 • 

现在我们举几个具体的例子. 

例 1 148阶群不是 单群. 

证明取 p =37|148, 则 N (37) = l ( mod 37). 从而 iV (37) = 
37/+1. 由于148阶群 G 的全部希洛夫37-子群形成一个共轭类， 
其总数应当是 IG 卜148的因子 ，即 N (37)=37 Z +1|148. 于是 37 Z 
+ 1|4,这只能 Z =0, 即 JV (37) = 1 •因此 G 只有一个37阶子群，从 
而必然是正规子群， G 不是单群. 

例2 56阶群 G 不是单群. 

证明 与前例一样， jy (7) = 7 n + l | 56,从而 7 n + l \ 8,于是 
N (7) = l 或8.如果 N (7) = l ， 则7阶希洛夫子群是正规的;如果 

，…， P 8 是0的8个不同的7阶子群，它们中 
的任意两个只有公共元素 lc ， 合起来共占了 7 X 8-7 = 49 个元 
素，余下56—49 = 7个元素加上 l c 必然形成 G 的8阶希洛夫 2- 
子群，从而 G 的希洛夫2•■子群只有一个，必为正规子群 • G 不是单 
群. 

定理3 设/>和 g 是两个素数，则阶群 G 不是单群. 

证明 若/#阶群 G 是阿贝耳群.由定理1知它有 f 阶 
子群,阿贝耳群的子群都是正规的，所以 G 不是 单群. 如果 p 幸 q ， 
不妨设 P > g ， N ( p )= n / rfl | g ， 而^^，只能 n = G 只有一个 
希洛夫 t 子群，它是正规子群.于是 G 不是 单群. 证毕 • 

定理4 设 f 和 g 是素数，则# g 阶群 G 不是 单群. 

证明 若已证过妒阶群 G 必有非平凡的中心 C ( G )， 
且 C ( G ) 有 f 阶子群 JV ，显然 N <] G . 因此 G 不是单群. 

如果^ >9,则 iV (/)=^+ l | g ， (?<户，于是 n =0. G 有正规 

的 〆 阶希洛夫子群， G 不是 单群. / 
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最后设•则^^(^)=叫+1|/? 2 .如果_^(9) = 1，则 G 有正 
规 g 阶子群， G 不是单群.由于 P < q ， iV ( g ) 不能为 A 最后若 iV ( g ) 
= 〆 ，即 G 有 f 个 g 阶子群，它们共占据 G 的 〆 1 ) + 1 个元 
素，余下 P 2 - l 个元素和 l c 便构成 G 的唯一的 〆 阶希洛夫子群 
P , P < G . 所以 G 也不是单群.证毕. 

作为本节的结束，我们证明 

定理 S 非阿贝耳单群的最小阶数是60,且60阶单群必同构 
于 A 5 . 

证明到目 前为止我们已证明了下列诸 结果： 

妒(；2彡2, 为素数)阶群有非平凡中心，因此不是单群； 

Pq ， 和 g 为素数)阶群均不是 单群； 

2 m(m 为奇数， m >3) 阶群不是 单群； 

素数阶循环群在我们考虑的范围之外. 

在59之内除了上述情形后只剩下 | G | =24,36,40,48,56•例2表 

明56阶群 不单; 40阶群有唯一的希洛夫5-子群，从而不是单群 • 
设 | G | =48 = 3 X 2 4 . 易知 G 的希洛夫2-子群的个数为1或 
3.若 N (16) = l ， 则 G 不单•若 iV (16) = 3, 令朽，？ 2 ，巧为 G 的3 
个希洛夫2-子群 ， G 在{巧 ， P 2 ， P 3 } 上的共轭作用给出同态 p ： G ^ 
S 3 •令 JV = Ker > s 则 N <] G . 由于 | G |=48>| S 3 丨=6,从而 
{ 1 }. 又由于 A ， P 2 ， P 3 彼此共轭， N ^ G . 于是 iV 是 G 的非平凡正 
规子群.因此48阶群 不单. 类似地可证24阶群不单. 

设 | G | =36=2 2 X 3 2 ，则 G 的希洛夫3-子群的个数为1或4, 
若以(9) = 1，则0不单.若 N (9) = 4, 则 G 在希洛夫3-子群{巧， 
P 2 ， P 3 ， P 4 } 的集合上的共轭作用给出同态 f : G — S 4 . 由上面同样 
的方法断定 G 有非平凡正规子群， G 不是单群. 

最后考虑 | G |=60. 已证过 A 5 为单群，现在我们证明60阶单 
群 G 必然同构于 A 5 . 我们断言 G 有指数为5即12阶的子群.为 
此，令 P 是 G 的一个4阶希洛夫子群， N ⑷ = [ G : N G ( P )] •由 G 

为单群可知 N ⑷关 1. 上面的方法同样给出 K 4) 关3,从而 

$ 
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4< I N G ( P ) I <15. 由于 4| | N G ( P )||60, 如果 | iV G ( P ) 丨关 12,则必 
然 | N C ( P ) I = 4 , G 有 15 个希洛夫 2 -子群.如果它们两两只有公 
共元素 1g ， 则它们共占去 G 的 15 X 3+1=46 个 元素. 由于 G 为单 
群， G 的希洛夫5-子群至少有6个，它们有 6 X 4 + 1 = 25 个元素. 
上述所有子群的任意两个均只有公共元素 1 G ， 从而总共有46+25 
_1 = 70个元素，但 | G | =60,这一矛盾表明必有两个不同的希洛 
夫2-子群 P 和 ，存在 ，使得 PflP ^ X ^ U }. 由于 P 和 〆 都是 
阿贝耳群， 〈 P ， 〆 〉 是 C G 0 O 的子群•因为 J ^：，， 尸和生成的 
群 〈 P , 〆 〉 的阶大于4,于是 4<| C g ( K )|<15. 但4| | C g ( K )||60, 
只能 IC G ( K ) I = 12. 因此 G 必有 12 阶子群 • 

设 iV 为 G 的 12 阶子群， G 对于 iV 的诱导表示产生同态 pG 
— S 5 •由于 p 是单同态， G 同构于 S 5 的一个60阶子群 M . M 是 S 
的非平凡正规子群， M 必然为 A 5 . 这就完成了定理的 证明. 

习题 

1•若 P 是 | G | 的素因子，则群 G 必有 p 阶元素. 

2 . 设 G 是一个 n 阶群， p 是 n 的一个素因子•试证方程 〆=1 
在群 G 中解的个数 是声的 倍数. 

3_证明6阶非交换群只有 S 3 . 

4. 试证: 200阶群 G —定含有一个正规的希洛夫 子群. 

5. 确定 S 4 的不同的希洛夫子群的个数. 

6. 确定 S 4 的自同构群 AutS 4 . 

7•设 N 是有限群 G 的一个正规子群.如果和 | G/N | 互素， 
则 N 包含 G 的所有希洛夫，子群. 

8. 设 G 是任意一个有限群， iV 是 G 的正规子群， P 是 G 的一 
个希洛夫，子群.试证 

i ) NflP 是 N 的希洛夫 子群. 

ii ) PN / N 是 G / N 的希洛夫 f 子群. ， 

iii ) n g ( p ) n / n 兰 n g / n ( pn / n ). 
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9 •令巧 ， P 2 ，…， P N 是有限群 G 的全部希洛夫，子群.如果 
对任意〗尹)，总有 

I Pi 5 Pi n Pj \>p r , 

则 JV ^ l ( mod / Z ). 

10 . 令 G 是集合 E 上的置换群， P 是 G 的希洛夫欠子群， 

2. 如果， 1 整除 | Ga | ，则 f 整除叫 • 

11 . 令 G 是集合 S 上的置换群•对任意 a6E ， 设 P 是固定子 
群 G a 的希洛夫 P - 子群是轨道 Ga 在 P 作用下的全部不动点的 
集合. 试证凡(]")在 △ 上的作用是传递的. 

12. 设群 G 是24阶群且 C ( G ) = 1 .试证 GSS 4 . _ 

1.9 自由群和群的表现 

现在我们进一步研究某些群的结构，首先介绍约束条件最少 
的群——自由群以及用定义关系刻画群结构的方法. 

为了讲自由群，我们先讲什么是自由半群•设 S 为任意集合， 
S 中有限个元素 n ， x 2 ，…，连在一起叫做是一个字.字:… 
工 n 和: yi ： y 2 …: ym 相等，如果 且 x ,=%， l < z < w . 以 E * ( S ) 

表示所有这样的字(包括空字 1) 组成的集合，在 E * ( S ) 中定义两 
个字的运算为 

(A )(3^2 …:>0 = oc.\—x n yi—y m , 

且对每个字 a e E * ⑸，规定1 • a = a • l = a ，则这个运算显然满 
足结合律，从而 S * ( S ) 对上述运算形成一个含么半群，它称为集 
合 S 上的 自由含幺半群 ，集合 S 叫做 ( S ) 的基 •“ 自由 ，，一 词意 

味着 E * ( S ) 中除了含么半群定义中的要求之外，没有任何其他 
约束条件. 

如果将自由含幺半群 E * ( S ) 扩大成群，每个元素应当 
有逆元素，所以给了集合 S 之后，再考虑集合= { a；- 1 | x6S }. 
令 ’ 
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F ( S ) = { a 】 a 2 … a n I a ,- G S U S " 1 , 1 ^ z ^ 72 }, 

这里当 w =0 时，规定 ar " a „ = l . F ( S ) 中运算仍定义为 
( h …心 ）=ai … a „6 i … 6 m ，但是约定 aa - 1 = a~ l a — 1 ，对每个 

a G F ( S ), 1 • a = a • 1 = a . 例如 { ab ){ b ~ l c ) = ac , ( a 6)(6 _1 a _1 ) 

=1 等等.这时， PXS ) 中每个元素均有逆元素，例如 6 T 1 的逆元素 
为 a ，( a 3 b ~ l cr l . F ( S ) 对于上述运算和约定成群，叫做 

集合 S 上的自由群， S 叫做此自由群的基显然 S 是群 F ( S ) 的一 
个生成元系.如果 S 是有限集，则 F ( S ) 叫做有 限生成自由群 .特 
别当 S ={ a } 时， F ( S ) = < a > ^{ a n \ neZ } 就是无限循环群，而 
当 IS | >2时， F ( S ) 是无限非阿贝耳群. 

下面定理显示出自由群的作用. 

定理 1每个群都是自由群的商群.每个有限生成群都是有 
限生成自由群的商群. 

证明设 G 为群.取 G 的一个生成元系 S (例如可取 E = G ). 
定义集 $ S ={ X a U6E }， 并考虑映射/ : HS ) - G ， 其中 
/( X a )= a , ,然后对于 A . eSUS-H 1«/2)，定 

义 /( A r “ A „) =/(')•••/( 九）.这个映射是可以定义的，即不 
依赖于 F ( S ) 中元素的不同表达方式，因为不同表达方式是由于插 
入或消去 x ^- 1 或造成的，而 /( X a O =似― 1 = 1， 
f { K l X a ) = a-'a = 1. 进一步，易知/是群同态，并且是满的，因 
为对每个生成元 a 6 2：， a = /( X a ) e Im /， 从而〈 2 > = Im / •根 
据同态基本定理 ， Gg F ( S )/ Ker / ，即 G 同构于自由群 F ( S ) 的商 
群.如果 G 是有限生成的，令有限集2是 G 的一个生成元系，则 S 
= U fl |此 S } 也是有限集，从而 F ( S ) 为有限生成自由群. 证毕. 

设 G 同构于自由群 F ( S ) 的商群，/: F ( S )/ K ^ G ， K < KS ) ， 
则 G 是由 /( S ) = 2生成的.进一步，对 K 中每个元素《， G 中就 
有一个等式 /( a ) = l c . K 中有多少元素， G 中就相应有多少个关 
系.如果 P 是 K 的一个子集，且 K 是 F ( S ) 中包含 P 的最小正规 
子群(叫做由 P 生成的正规子群），则 K 中每个元素均可由 P 在 
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F ( S ) 中的全部共轭集合的元素运算出来.反映在群 G 中， G 的所 
有关系均可由 P 中元素给出的关系推导出来.我们把由 P 中元素 
给出的那些关系全体叫做群 G 的定义关系集，并且群 G 写成 

〈E I /㈤ = 1 ， VaG P ). 

这种刻画群的方式叫做群 G 的一个表现.例如令 S = U ，&}， K 是 
F ( S ) 中的元素 V 和 U 6) 2 生成的正规子群，如果 G 兰 F ( S )/ K ， 
则 G 的结构可以写成(5 = < A,B | A 3 - ( AB ) 2 = 1). 

例1以表示关系集合为空集 . G =〈 S |0 即是以 S 为基 
的自由群，因为此时尺={1}， G ^ F ( S )/{1} = F ( S ). 

例2 Z „ 兰 < a >/< a w > = F ( S )/< a ">, 其中 S =={ a }. 因而”阶 
循环群的表现为 Z n = (a \ a n = 1). 

例3正 n ( n >3) 边形对称群1)„是2«阶群，它有生成元系 
{ j ， r } ，其中 〆 = r 2 = 1， ( tcj ) 2 = 1•令 F 是以 { a ，6} 为基的自由 
群，则有群的满同态/: F — D „，/( a ) =a，/(W = r. 由同态基本 
定理可 知认兰 F / Kerf . 由于 /(a«) =〆=1， f ( b 2 ) =r 2 = l, 
/((fo) 2 ) = (zrr) 2 = 1> a n , 6 2 , (&z) 2 G Ker/. 令 K 是 i 7 中由 a n ， 
b \ ( ba ) 2 生成的正规子群，则 Ker/. 

现在考虑商群 F / K . 以 A 和 B 分别表示 a 和6在 F/K 中的 
象，则 A - J3 2 = ( BA ) 2 = 1. F/K 可由 {A，B} 生成，由于 BA 
= A ~ 1 B~ l = A ^ l B , F / K 中元素均可表示成 A 兜 （0 < f w — 1， 

从而 I F/K i < 2/z. 

= I D n | = | F/Kerf | = | F/K \ / \ Kerf/K |< 

2 n / Kerf/K | ，因此 K = Ker/, D n ^ F / K . 于是 D„ 有如下的表现 

0 

D n ~ ( a \ a n — b 2 = Cba ) 2 = 1). 

例 4 令 Q 8 = <a,6 I a 4 = l , b 2 = a 2 ,ba = a 3 b ). Q s 中每个 
元素均可写成 W (0 < f < 3 ， 0 < j < 1) ， 从而 IQ 8 1 <8. 但是我们 

有一个具体矩阵群 G =〈A，B >， 其中(― ? J ), B = 
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(J j ) (/ 二/ ^)， 满足 4 4 = 1，逆=八 2 ，似=义 3 5,并且可 

直接验证 4^(0 < i < 3,0 < j < 1) 为8个不同的矩阵，因此 
| G | =8. 然后可按例3中同样的方法得出 G 兰 Q 8 ，即 Q 8 为8阶 
非阿贝耳群. 

定义 设 S 为任意集合，表现为 

F = (S \ ba = ab ^ Na ， b 6 S) 

的群叫做以 S 为基(或在 S 上)的自由阿贝耳群 (除了交换性条件 
之外不再有任何关系).由于元素可交换，所以 F 中元素均可写成 

g = a?i al 2 … 必 (r ^ 0, 71 { G Z, n { ^ 0, a { 6 S, 1 < z < r) 

其中 q ， a 2 ，… ，〜是 S 中不同元素，并且若不考虑前后次序， g 的 
这个表达方式是唯一的.可以像定理1那样证明 :每个 (有限生成) 
阿贝耳群均是(有限生成）自由阿贝耳群的商群.为了进一步看清 
有限生成自由阿贝耳群的结构，我们现在引进群的直积. 

定义 设& ，…， G rt 是群，在集合的直积 
G = G l X … XG„ = {(^i r-,g n ) I gi 6 1 < f < n} 

中定义运算 

(gi ， … ，仏 ）（ /i ， … ， 〆” ） = (gi^i ， ••• ， &”〆 《)， 

易证 G 对此运算成群，叫做群 &，•••，& 的直积.它的么元素为 
( l Gl ，…， l Gn )， 元素（贫1 ，…， gj 的逆为 （gl 一 1 ，".， gn _1 ). 

设 G 和 _K 是群，则 G X 1 = {( g ， l ) | 和 lXiC = 

{(1，《 k e K } 是 GXK 的两个子群，并且 GX 1 兰 G ，1 XK ^ 
K . GX 1 中元素和 1 XK 中元素可交换， GXK = ( GX 1)(1 X 

K), ( GX 1) n • ( 1 XK) = { 1 }. 反之 

引理 1 设 K < G ，{1}， 且对每个 

Ae H，M = 紈，则 G 兰 HXK 

证明 由 G == 和 H 中元素与 K 中元素的交换性，可知 G 

t 

中每个元素均可表成 wh ， 々 eK 再由 Hr \ K =-{ i}, g 
的这个表达式是唯一的.于是我们可以定义 

I 
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f •• G — H X K , hk \— Ui ， k ). 

由上述可知这是 一一 对应，并且 
f (( hk )( h / k ， )) = fihh r kk f ) = ( hh \ kk ’）= f ( hk ) f ( h f k f ), 
从而 / 为同构，即 G 兰 HX K . 证毕. 

下面定理是判别一个群为某些子群直积的方法.以后将 G = 
GlX … XG ； j 中元素(幻，1，…， 1) 等同于 Q 中元素幻，由此将仏 
看成是 G 的正规子群.类似地， G 2 , …， G „ 也自然地看成 G 的正规 
子群，从而 G 的每个元素唯一地表成 

定理2 设 G ! ，…， G „<! G ，/ z >2. 则以下三条件是彼此 
等价的. 

(1) G =(5 j X ••• XG „ ； 

(2) G 中每个元素可以唯一表示成幻… 仏其中 & eG .; 

(3) G=Gi … G „ ，且对每个 m , l < m < n ， 

= { l }. 

证明 （1) X 2). 如定理前面的约定， G 中元素 (幻 ，…，私）唯 
一地写成(幻 ，1 ，…，1>"(1， …， 

(2) 冷 (3) •设 (Gi .. h ) n G m ，则有 A e G , 使得 g = gl 

…于是 由 （ 2) 中唯一性假设， g : 1 = 1. 

从而 DG m = { l }. 

(3) - >(1) •令九 = G r ” G m •由 几 < G •现在 

对 m 归纳证明… XG m (2< m < n ) •当 m = 2 时， V&e 
Gi ， gz^G 29 gig2gr 1 gi 1 =gi (g2gr 1 gi 1 ) = (gig2gr 1 )gi l 6 gr 
G2 = {1} g 2~ gig \ ，由引理 I9J2 = G \ XG2 . 现在设 J m -i =Gi X 
… XG m —! ，则九-" G m <] G ， 九=九— iG m 且由⑶中假设九 

G m = { 1} •于是又由引理 1 ， Jm ~ Jm-l XG m =Gi . X … XG m . 特别地 
对 G = /„ ^Gi X … XG „. 

现在回到有限生成自由阿贝耳群 G . 设它的基为 S = {^，…， 
〜} ，则 G 中每个元素唯一表示成由于阿贝 
耳群 G 的子群 G t = <仏〉均是正规的，从定理2的 (2) 即知6=6 X 
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••• XG r . 但是& =〈^〉是无限循环群，(；同构于 r 个无限循环群的 
直积. 

对于每个群 G ， 我们今后把〃个群 G 的直积写成 G "， 而令 G „ 
= WkeG }. 当 G 为阿贝耳群时， G „ 是0的子群.现在设 G 是有 
限生成自由阿贝耳群，则… X<a r 〉 兰 Z % 其中 〈仏〉 均是 
无限循环群.于是对每个 G n = ( aV ) X … X ( a n r )， G / G n ^ 
(〈〜>/〈“>)父 … X(<a r >/ 〈 W 〉） 兰 Z„X …X 乙 = 3. | G / G „| = 

lZ r „ i = n r 9 因此数 r = log IG/GJ / logn 是由群 G 本身所唯一决定 
的.换句话说，如果 G ^ Z r 且又 G ^ Z 5 ，则所以，有限生成自 
由阿贝耳群本质上是 Z ”( r = 1，2，…)并且它们互不同构. 

如果 G 兰 Z % 则 r 叫做有限生成自由阿贝耳群 G 的秩，记为 
rank ( G ). 综合上述，我们证明了下面的结构 定理. 

定理3有限生成自由阿贝耳群 G 同构于有限个无限循环群 
的直积， G 兰 Z % r = rank ( G )> l . 两个这样的群 G 和 G ' 同构 ㈡ 
rank ( G ) = rank ( G ’). 

系设 S 和 S 7 是有限生成自由阿贝耳群 G 的两组基，则 | S | 

• = I S ’ | • 

我们给出了有限生成自由阿贝耳群的结构(或叫分 类). 下一 
节我们将要给出任意有限生成阿贝耳群的结构(分 类). 

习题 

1. 令&=〈发1，容2，*"，仏〉由 w 个元素生成.如果 G 的子群 A 
具有有限指数，则 A 可以由 2 n[G : A ] 个元素生成 • 

2. 如果72为正整数，求证 D 2 n - D n XZ 2 

3. 若试问人 XZ 2 与 S „ 是否同构？. 

4. 设为群，则 

i ) Gi XG2 —Gi X Gi. 

jj ) (Gi XG2) XG3 兰 Gi X (G2 XG3 )• ’ 

5 . 设(^(1<纟<«)为群，则 . 
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i ) … XC ( G „). 

ii ) GAGy … 为阿贝耳群当且仅当每个 G 均为 Abel 


6. 设 G ,( l «72) 为群， N :< G Z •则 

i ) Ni X N 2 X …X KGi XG 2 X … XGn . 

ii ) M X JV 2 X … X JV „ < Gi X G 2 X … X G „ 当且仅当对每个 

i 9 Ni ^ Gi . 

iii ) 当 NiX … X 凡 〈 GiX … XG „ 时， 

Gi X … XGjNi X … XNnSGi /况 X … XG „/ N „. 

7 . 设 G 和 G 2 是两个非交换单群.试证:仏 XG 2 的非平凡正 
规子群只有^和仏. 

8. 以 C * 表示非零复数乘法群, _ R + 为正实数乘法群， i ? 为实数 
加法群，则 

C * ^ItX ( R /2 tiR ). 

, 9. 设 ， w 2 , …， n r 为自然数，则 
i ) 4 lXZ „ 2 ^ Z „ ln2 当且仅当 U ，722)=1. 
ii ) 如果吻 ， w 2 ，•••，〜两两互素，则 


Z wl X Z„2 X … 


z '„ 2 


10. 试证，5 • 7 • 13阶群一定是循环群. 

11. 令 H<G 且 HHG : = 1， ； = 1，2•试证 H 是 

阿贝耳群. 

12. 令 G ^ QXGzX - XGn ，且对任意 | G : | 和 |GJ 互 
素.则 G 的任意子群 H 都是它的子群 H A G , (i = 1，2，…， n ) 的直 


积. 

13.设 G 是有限生成的自由阿贝耳群， rank ( A )= r . 如果 gl ， 
g 2, …，仏是 G 的一组生成元，则 n ^ r . 


1.10 有限生成阿贝耳群的结构 

9 

P 

i 

在本节中，像通常所作的那样，我们把阿尔贝群 A 中运算写 
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成加法形式，从而幺元素为0,元素 a 的逆是一 a ， n 个 a 运算为 a 
+«+… +a = na ， 有限阶元素 a 的阶为满足 mz =0 的最小正整数 
” A ={ ⑽ U 6 A }. 直积则改叫做直和并且写成 A ㊉ A % n 个 A 
的直和仍表成 A ' 

为了研究有限生成阿贝耳群的结构，下一定理是最基本的. 
定理1有限生成自由阿贝耳群 F 的每个子群 G ( G #{0}) 仍 
是有限生成自由阿贝耳群，且 rank ( G )< rank ( F ). 更确切地说，令 
w = rank ( F )， 则存在 F 的一组基 { x ! ，…，心}， 一 个整数 Kl < r < 
”）和一组正整数…，尤，使得 A | A | … | ‘，并且 G 是以 

为基的自由阿贝耳群. 

证明当 n = l 时，由无限循环群的子群特性可知定理1成 
立. 现在假设定理对于秩小于 n 的所有自由阿贝耳群均成立.以 S 
表示集合 

l sez 存在 F 的一组基匕，…，>}，使得 G 中有 | 
i 形如以1 + h ： V 2 +…+ k n y n (ki G Z ) 的元素 i 
注意…，:也是 F 的一组基，从而 々 2 e S . 类似地每个 
ki e s . 由于 g 关 { 0 }， s 中有非零整数.易知若 ^ es ， 则 一 s 6 S ， 因 
此 s 中有非零正整数•以 a 表示 s 中的最小正整数，于是存在 t ； 

9 

— d \ y \ + k 2 y2 + … +々 》：yn 6 G ， 令怂 =+ n(0 < < d 。 ， 
则 v = d \ (yi +仍3；2 + … -\- q n y n ) ~\- r 2 yz + ••• -\~ r n y n . 令 xi = yi 
+ q2yz + …， {工1 ，力，…，％ } 也是 F 的一组基，从而 nGS , 

由4的极小性知 n = 0(2 < f < w ). 因此^ = d x x x e G . 

令 H = 〈％，…，％〉，这是秩为 n — 1 的自由阿贝耳群.我们现 
在证明 G = 〈汾 ㊉ （GH H ) = H ), 首先，由于 
{ xu 2 , …， 3 U 为 F 的一组基，〈汾 n ( GflH ) = {0}. 其次对每 
个元素 m = hxi +t 2 yz + … +4： y n 6 G，（A 6 ® ，令 6 = d\q\ + 

n，0 < n <d u u~q x v= 厂心+砂+…+认 6 G， 由 4 的 

极小性知 n =0 .于是 & 3 ； 2 + … + ^ y „ ^ G H H f u = q \ v + ( t 2 y2 
+ … + 43O 6 <幻> + (G f | H ), 因此 ㊉ ( GflW ). 

56 ， 



如果 G f ] H = {0} ，则 G = { d x xi ) j 定理 成立. 如果 G 门 H 
关 { 0 } ，则 GHH 是秩为 n — 1 的自由阿贝耳群 H 的子群，根据归 
纳假设存在 H 的一组基 { a ，•••，:?:„}，正数 r ， ch ， …， d r 使得 | 
4 I …I 士，且 Gf | H = W 2 j : 2 > ㊉ … ㊉ 〈( ipZ ,〉. 于是 F = ( xi ) 

㊉ … ㊉ 〈 x r 〉， G = ㊉ … ㊉ Wa 〉. 我们只需再证 A i d 2 . 
令 d 2 = qch + r ， OgrCA ，则 { x 2 ,xi + qx 2 ^ x s r 9 ' 9 x n } 为 F 的 
一组基，而 rr 2 + di(xi + qx 2 ) = dix 1 + d 2 x 2 G G , 从而 •由 
d x 的极小性知 r = 0 , 即 A U 2 . 证毕. 

定理 2 每个有限生成阿贝耳群 A 均同构于 Z 〃 ㊉ 二 i ©- 
㊉ Zrt ，其中 r ，£ > 0，1 < … < 叫且 Wi I w 2 丨 … I 

证明 不妨设 A 关{ 0 }，且 A 是由 n 个元素生成的.于是 A 同 
构于秩为^的自由阿贝耳群 F 的 商群: A 兰 F / K . 如果 K ={ 0 } ，则 
A ^ F ， 从而为定理中的情形,如果 F 的子群 K 关{ 0 }， 
由定理 1 可知存在 xi ，…， A 6 F ， d '， …， d s 6 Z,di I d 2 I •- I d s y 

使 得厂^ 〈 xO ㊉ … ㊉ 〈心 〉， K = 〈 dixi > ㊉ … ㊉ 〈< i s x 5 >. 令 6 ?斗 1 

= … = d „ = 0 ,我们有 

G~ F/K^ ( 〈 a^W^ 〉） ㊉…㊉ {{x n )/{d n x n )) 

= ( 〈 X 1 〉 / 〈 c/ 1 :c 1 〉） ㊉…㊉ (<x 5 ) / (d 5 x s )) ㊉ 

注意 ix )/( x ) = {0}, 从而以 m 〗 ，…， m t 表示 di ，…， d s 中不为 1 
的那些，则 G 兰 Z r © Z ml ㊉ … ㊉ 其中 r = 打一^且叫丨 m 2 
I… I m t . 证毕 • 

设 A 是有限生成阿贝耳群，以 A , 表示 A 中有限阶元素全体. 
如果 a 和6分别是 A 中阶数为 r 和 s 的元素，则^ 1 和的阶分 
别是 r 和 [ r ， s ]( r 和 s 的最小公倍数).从而 A , 是 A 的子群，叫做 
A 的扭 子群. 易知 A f 是有限阿贝耳群. 

定理 3设 A 和 B 是有限生成阿贝耳群 . ： 

(1) 存在 A 的有限生成自由阿贝耳子群 A / ，使得 

$ 

A = Ay ㊉ A 卜 ； 

(2) 如果 A = A / ㊉ A ， jB =坍 ㊉ 战，其中和分别为 

I 
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A 和 B 的有限生成自由阿贝耳子群，则 A 兰 B ㈡ rankA / = 


rankB / 且 

证明 （1) 根据定理2,存在同构 A 兰 Z ㊉ T ， 其中 : r = 
Z mX ㊉ … ㊉ 4，1 < wi 丨 m 2 丨…丨 • 不难看出 Z 7 ■ ㊉ 了的扭子 
群就是 T . 因此 f 1 (丁）就是 A 的扭子群 A ” 记= f 1 ( Z0 ，则 


A/ 兰 Z r 且 A = A/ ㊉ A，. 

(2) 如果 A^B ， 则八兰玖，从而 A / 兰 A/A, 兰 B/B, 兰 B ，， 
于是 rankA/ = rankE/. 反之，若 rankA/ = rankJB /， 则 A/ 兰 B/. 
如果又有 A, 兰 B, ，则 A = Ay ㊉ A, 兰 ㊉ 啟 =& 证毕 • 

根据定理3 ， 每个有限生成阿贝耳群 A 均同构于 ㊉ A , ， 其 
中 r 是由 A 唯一决定的，叫做 A 的秩，记为 rankA •当 A 为有限生 
成自由阿贝耳群时， A , = {0}， 可知这里秩的定义与对自由阿贝耳 
群情形的定义是一致的.定理 3 的 (2) 可简述 为:设 A 和 B 是两个 
有限生成阿贝耳群，则 A 兰 JB ㈡ rankA ㈡ rankB 且 A, 兰战 •于 

是问题化为有限阿贝耳群 A 的分类 问题. 


定理4 设 A 为有限阿贝耳群， A #{0}. 

(1) 存在1 < | m 2 | …丨 m t {t ^ 1) ,使得 A 兰 Z w i ㊉ … 

㊉ ^，（叫，…， w ,) 由 A 唯 一 确定. 

(2) 存在一组正整数{钟，舛，…，辨}， 其中內 ，…，办为(不 
必不同的)素数，力 ，…， s k 为正整数，使得 A 兰 Zyi ㊉ … ㊉ Z 汾， 
且集合{种，…，辩 } 由群 A 唯一决定. 

证明 有限阿贝耳群当然是有限生成的，由定理2, A 兰 Z ” 
㊉ 厶 i ㊉ … ㊉ Z ~. Z 中元素除0外均为无限阶元素，而有限群 A 
中元素均为有限阶的，因此 r = 0， A 兰 Z wl ㊉ … ㊉ 乙，从而得到 


(1) 中的分解式 . ♦ m \ = Pi 1 …沖，其中 Pi ， …， Pi 是不同的素数， 
均为正整数 ，则二 冲 ㊉ … ㊉ Z # 将 Za ， …， Zw 也如此作 
成一些素数幂阶的循环群的直和，便得到 (2) 中的分解式•剩下只 
需再证满足定理条件的{叫，…，和{种 ，…'博) 的唯一性. 
让我们先证{辨 ，… ，焯 } 的唯 一性. 我们知道，对于每个素数 
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P ， 有限群 G 的希洛夫 t 子群是彼此共轭的，并且 G 中每个阶为户 
方幂的元素均在 G 的某个希洛夫 p - 子群之中.当 G 为有限阿贝耳 
群时，每个子群均只与自己共轭，从而对 | G | 的每个素因子户， G 
只有唯一的一个希洛夫炉子群 G p ， 并且 G , 就是 G 中全部 p 方幂 
阶元素所构成的子群.设 I G | =沖…於是 | G | 的素因子分解式， 


则 I G & I =如; . 不难看出 G = G & ㊉ … ㊉ ，即每个有限阿贝 


耳群是它的所有希洛夫子群的直和.为了对有限阿贝耳群 A 证 


明 {巧1 ，…，的唯一性，我们只需对它的每个希洛夫子群 
证明这件事即可.以下设 A 为有限阿贝耳穴群，即 A 的阶为 p 
的方幕•这时， A 广 ㊉ … ㊉ Z ， ，我们只需证明{〜•••，〜} 
的唯一性.不妨设1 <〜 … ‘若又有 A 兰 Z 广 ㊉…㊉ 

Zp L ' d . 则 = PZ /' ㊉…㊉ 于是 A/M 

兰 ( Z /1 lpz p a ') ㊉ … ㊉ ( Z ， / pZ p a r) y 但是 IpZf 兰 Z ” 因此 
A / M 兰从而 | A//>A |=，.类似地由 AS Z〆 ㊉…㊉ 

得到 I A/pA | = p d . 我们首先得出 r = d . 

现在假设 A = q ，…， b 而< c £ . 则 


p a, A = ㊉…㊉ p ai Zp \ ^ ㊉…㊉ Zp a r~ a i 、 

同样有 p a A ^ Zp<T a , ㊉…㊉由于 c —a， …， CV —a 均 
为正整数， p、AI p ' 七 ' A 兰 Z p —' • 但是 c^h — 〜，…， a r — 中共有 
个数，于是 p ' Alp a ， x A 又同构于不超过 r —f 个 Z, 的直和， 
这就导致矛盾，从而 a: = c«，l <〖< r. 我们证明了 {仰，…，妙 } 
的唯 一性. 


最后证明 { m 19 …， mj 的唯一性•设 pi， …， p r 是 I A 丨= 
mr“mi 的全部素因子.令 m ， =於1 …炸 , a (j ^0,由7^丨 m 2 丨 ••• 
I rn t 可知 0 < % … < a tj ( 1 < r). 于是的希洛 

夫 fir 子群为 Z a pf . 不难看出 A = Z ml ㊉ … ㊉ 二的希洛夫 p 3 _ 子 
群 ㊉ … ㊉ 為— 由上一段已知％， 

…，％ 中不为0的那些由唯一决定，因此由4唯一决定.由条 
件 m f > l 可知〖和所有的％均由 A 唯一 决定， 因此{叫，…，外 } 
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由 A 唯一决定.这就完成了定理4的证明. 

定理4中的 {叫，…，％} 叫做 A 的不变因子， {神，…，辩 } 
叫做 A 的初等因子.对于有限生成阿贝耳群 A , A , 的不变因子和 
初等因子也分别叫做 A 的不变因子和初等因子.综合上述我们完 
成了有限生成阿贝耳群的结构 定理： . 

定理 5 两个有限生成阿贝耳群同构 ㈡ 它们有相同的秩和初 
等因子 ㈡ 它们有相同的秩和不变因子.特别地，两个有限阿贝耳 
群同构 ㈡ 它们有相同的初等因子 ㈡ 它们有相同的不变因子. 

例1500阶阿贝耳群的分类.设 A 为阿贝耳群， | A | =1500 
=2 2 X 3 X 5 3 •于是 A 的希洛夫子群的阶分别为 | A 2 卜2 2 ， | A 3 卜 
3，0 5 |=5 3 .焱的初等因子共有以下六种可能：{2,2,3,5,5,5}， 
{2,2,3,5,25}，{2,2,3，125}，{4,3,5,5,5} {4, 3,5, 25} , {4,3, 

125} •所以1500阶阿贝耳群共有 六个:為 ㊉ 厶 ㊉ 忽， Z 1 ㊉ Z 3 ㊉ 厶 

㊉ Z25 ，2| ㊉ 心 ㊉ Zi 25 ，乙 ㊉ Z3 ㊉ 為，乙 ㊉ 之3 ㊉ 工 ㊉ 心5，乙 ㊉ 之〗® 

% 

Zi25. 

将初等因子{2,2,3,5,5,5}化为不变因子则为 t = 3^7 n ^ =2 X 

3\5，抓 2 = 2\5，饥 1 =5，即不变因子为{5、10、30}，于是為©厶 

㊉ 為兰 Z 5 ㊉ 乙。 ㊉ Z 3Q . 另外五个群的不变因子分别依次为{10、 
150}，{2、750}，{5、5、60}，{5、300}和 {1500}. 

习 题 

1 . 试证，有限生成阿贝耳群 G 是自由阿贝耳群当且仅当 G 的 
每个非零元素都是无限阶元素. 

2 •设 G * 是非零有理数的乘法群.试证 

i )0" 是自由阿贝耳群，全部素数是它的一组基. 
ii ) G * 不是有限生 成的. 

3•设2是有理数加法群.试证 

i )(2 不是自由阿贝耳群. ， 

ii ) 2的任意有限生成的子群都是循砰群，但 (2 不是循环 
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群. 

4. 设 A 为有限阿贝耳群，则对于 | A | 的每个正因子均有 
d 阶子群和 d 阶商群. 

5. 设 H 是有限阿贝耳群 A 的子群，则有 A 的子群同构于 
A / H . 

6 . 如果有限阿贝耳群 A 不是循环群，则存在素数 a 使得 A 
有子群同构于 Zg . 

7. 试 证:当 ( m ，《) = l 时，乙 ㊉ 乙的不变因子为 { mn } ; 而当 
( m ，72 )〉l 时， Z m ® Z „ 的不变因子为 { ( m ，72) ， [7 W ， W ]}. 

8 •求 Z 2 ㊉ Z 9 ㊉ Z 35 的初等因乎和不变因子. 

9•设 f 是一个素数，々 ㊉ 々有多少个^阶子群？ 

10 . 试证非零复数乘法群 C * 的每个有限子群都是循环群. 

11. 阿贝耳穴群 G 称为初等的，如果对任意 a 6 G， V = 1. 
设 G 为初等阿贝耳欠群且 rank ( G ) = 〜 G 有多少个极大子群？ 

12. 设 G ， A ， B 均为有限阿贝 耳群. 如果 G 0 A ：^ G ㊉ B , 求证 
Ao ^ B . 

1.11 小阶群的结构 

S 

4 

本节我们给岀阶数<15的所有群的结构.由于阿贝耳群已由 
前节完全决定—以下只考虑非阿贝耳群，从而群的阶不为 f 和 〆 . 

定理1设 G 是阶非阿贝耳群，其中户是奇素数，则 G 兰 
D〆 正々边形对称群). 

证明如前令 N ( p ) 表示 G 的希洛夫子群的个数，则 
Nip ) = kp + l I 2，从而 Nip ) = 1 •令 a 为 G 中夕阶元素，贝！ J 〈 a 〉 
是 G 的 p 阶正规子群 . G 中存在2 阶元素 $'< a > .由于 丨 G | = 
2 p，G = ( a ^ b )'. ( a ) 是正规子群，因此 bab~ l = a l X I <i p . a = 
b 2 ab~ 2 — a /2 , 所以 Z 2 三 l ( modp )， 即 Z =± l . 当 ,7 = 1 时 ,6 a = a6 , 
G 为阿贝耳群.当 Z = —1 时， bab — 1 = a - 1 ，群 G 即为 （ a ， b \ a fi = b 2 

9 
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: =\^ ba ~ a ~~ l b )= D p . 证毕. 

定理 2 设和为素数， P > g ， <?1^一1 ，则抑阶群 G 必是 
循环群 

证明 类似于定理1的证明， G 中存在 f 阶元素 a 且 〈 a > 是 G 
的正规子群.根据希洛夫定理， N ( q ) = lq + l \ p , 因此 NO ?) = 1 
或 A 若 N ( q ) = %则 (? 1户一1，与假设 矛盾. 所以 NG ?) = 1•即 
G 中存在 g 阶元素6,〈6>也是 G 的正规 子群. 于是 G == 〈 a > X 〈《 
= ZpXZ q ^ Zpq , 证毕 • 

总起来，阶数 n = 2,3,4,5,7,9， ll ，13 的群必为阿贝耳群•对 

于 rz = f ， 群为& ;对，群为為或 Z， 2 • 

由定理1，阶数 w =2/? = 6，10，14 的群有循环群和非阿贝 
耳群 IV 

由定理2,15阶群只有循环群乙 5 . 

于是只剩下阶数 n =8 和12两种情形 . 8阶阿贝耳群有 三种: 
Zi ， Z 2 © Z 4 . Z 8 ，12 阶阿贝耳群有 两种: Z 2 ® Z 6 和 Z 12 .至于非阿贝 
耳群的情形则有 

定理3 8阶非阿贝耳群 G 只有 两个: A 和 Q 8 . 

证明 如果 G 有8阶元素，则 G 为循环群.如果 G 中每个元 
素 a 參1的阶均为2，则 G 是阿贝耳群.所以若 G 为非阿贝茸群，则 
G 中必有4阶元素 a . 由于 [ G : ~>] = 2，〈心是6的正规子群.取 
b ^< a ) ，则 G 由 a 和6生成且6 2 6 ㈤ •令6 2 = aS 0< i <3. 由于6 
的阶<4,6 2 的阶 <2. 因此 z •关1，3,即6 2 = 1或 6 2 = a 2 . 

如果6 2 = 1，由于 〈 a > 为正规子群， 0< f <3, 因为 
fta ^ T 1 的阶等于 a 的阶，即阶为 4. 从而 i = l 或 3. 如果— 

则 6 a = a6 ， G 为阿贝耳群，所以应当& 1 ，于是 

G = ( a , b I a A = b 2 = l^ba = a ~ l b ) ~ D 4 

如果 = a 2 ，则与前同样有 bab 〜 a \ 于是 

9 

G — ( a,b \ a A = l ^ b 2 = a 2 ^ba = a ~ l i ?) = Q 8 * 

最后还要证明 A 和 Q 8 不同构.这可以考查两个群中元素的 
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阶. 这两个群的8个元素均表成 aV ( 0 « 3 , ，但是乘 

法运算不同.不难计算它们的阶分 别为： 

群 A 

元素 

1 a 

a 2 a 3 

b 

ah 

a 2 b 

a?b 


阶数 

1 4 

2 4 

2 

2 

2 

2 

群 q 8 

元素 

1 a 

a 2 a 3 

b 

ab 

a 2 b 

a 3 6 


阶数 

1 4 

2 4 

4 

4 

4 

4 


由于两个群中 4 阶元素的个数不同，所以不同构.证毕. 

定理 4 12阶非阿贝耳群 G 有三个 :D 6 ，A 4 和 T=〈a，6|a 6 = 

1， 6 2 =a 3 ， ba = cT ' b ). 


证明 取 G 的一个希洛夫3-子群 P =〈c>. G 在 P 的陪集上 
的作用给出诱导表示/ : G-S 4 . K = Kerf<P. 于是 K = P 或 

{ 1 }. 

如果 K= { 1 } ，则/: G ^ S 4 为单同态，从而 [S 4 : /(G)] = 2， 
但 S 4 的12阶子群只有 A 4 ，因此这时 G^A 4 . 

当 K-P 时， G， 从而 G 只有唯一的希洛夫3-子群 P ，因 
此 G 只有两个3阶元素 c. 和 c 2 . 由于 [G : C c (c)] 等于 c 的共轭元 
个数，从而 [G: C g ( c )] = 1 或2, | C G ( c ) |= 12或6,因此 C G (c) 
中必有2阶元素山令 a = cd = dc ， a 是6 阶元素，于是 〈a> 为 G 
的正规子群. 

取6铥 〈a〉，6#l. bab~ l =a z (0^z ^5). 由于 1 为6阶 

元素 ， f =±1 .当 £=1 时，为阿贝耳群，因此必然 
= a— 1 ，即 & = a ~ l b . 

再由6 2 6 〈 a > 得6 2 = a j (0^j ^ 5). 于是 a 3 = b 2 ~ ba j b~ l 
— (bab~ l V = a ' 3 , 从而 a 2j = 1 = 0或 3. 

当 j = 0 时，6 2 = 1， G ~ {a 9 6| a 6 — 6 2 = 15 bu — a ~ l b ) — Dq . 

当 j = 3 时 ， G =( a ， 6 1 a 6 = 1, b 2 ~ a 3 , ba = gT l b )~ T . 

我们需要证明了是 12 阶群.首先，: T 中元素均可写成 
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(0<纟<5, 0<><1), 从而丨 T |<12. 其次考虑群 S 3 XZ 4 中 
元素 A = ((123), a 2 )， B = ((12)， a )， 其中 a 是厶 的生成元，则 
A 6 =1, B 2 = A \ BA 直接验证 A 和 B 生成12阶群，因 

此: T 是12阶群. 

最后还需证明 D 6 , A 4 和: T 彼此不同构.首先，: T 中有4阶元 
素6,而1) 6 和 A 4 均没有4阶元素，从 而了不 同构于 D 6 或 A 4 .其 
次 A 中有7个2阶元素 a 3 , W (0< f <5)， 而 A 4 中只有3个2 
阶元素 (12)(34),(13)(24) 和 (14)(23) •从而 D 6 和 A 4 也不同构. 
证毕. 

于是我们得到如下的表格. 


表阶数 <15 的群 


IG 

G 


阿贝耳群 

非阿贝耳群 

1 

⑴ 


2, I 

2 2 ! 


3 



4 



5 

z 5 

. 


6 

z 6 

S3 = D 3 

7 

z 7 


8 

jZi ®Zi ,Z8 

D4 9 Os 

9 



10 

ZlO 

Ds 

11 

Zn 


12 

\ 乃㊉ Z3，Z 12 

1 

De yA\ 9 T 

13 

Z 13 


14 

Zu 

. d 7 

15 

\ z 15 

1 

_ 
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习 题 


1. 求 A 和 q 8 的中心 ccd 4 ) 和 c ( q 8 ). 

2. 试证 Q 8 的每一子群都是正规子群. 

3. 确定所有互不同构的18阶群和20阶群. 

4 •设是两个素数 ， ^ 〈 g. 试证: 阶非阿贝耳群 G —定 
可以由下述生成兀和定义关系给出 ： G =〈 a ， 6 〉， a p = b q = 1 ，、 
a — 其中 r p =l( mod ^) , r ^ l ( modq) , p 整除 g —1. 

5. 设 P 是奇素数•试证户 3 阶非阿贝耳群 G 可以由下述生成 
元和定义关系 给出: 

i ) G = ( a 9 b ) , a p? = 6户 = 1， b - l ab = a l+p 

W ) G = 〈 a ，6， c 〉， a p = 1/ = c p = 1 ， ca = ac ， cb = be ， 
ah ~ bac . 


附录 i . i 可解群 


在这个附录中我们简单介绍一类重要的有限 群:可 解群.这个 

名称来源于高于四次的一般代数方程根式不可解，详见第三章附 
录 3. 3. 

我们知道，多数的群都是非交 换的. 判别一个群是否为交换群 
(阿贝耳群），或者与交换群相近的程度可以有许多种方法和标准. 
比如 说:群 G 是交换群当且仅当 C ( G ) = G . 所以群 G 的中心 C ( G ) 
愈大，即中心元素愈多，可以认为 G 愈接近于交换群•又比如说: 
元素 gee 是中心元素当且仅当发只与自身 共轭. 所以有限 G 为 
阿贝耳群，当且仅当 G 中每个元素均是一个共轭元素类，即共轭 
元类数达到最大值 | G | •所以一个有限群 G 的共轭类数愈大，可认 
为愈接近于阿贝 耳群. 现在我们再给岀一个 标准. 对定义 

G 中元素 1 ，叫做 a 和6的换位子.所有这样的换 

• • • 
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位子生成的群 G ’ 叫做 G 的寧筚 f 帶，表示成 G '. 由于 ㈡ 
[〜6] = 1，因此0是阿贝耳_.1汝当以=1.群(；’愈大，则不为 
1的换位子愈多，表示 G 距阿贝耳群 愈远. 

定理 1 (1) G f AG . 

(2) 若 AKIG ， 则 G / N 是阿贝耳群 ㈡ G < iV . 

证明 （1) 对于 易知 gLa , b ^ g~ l = lgag -\ 

砂 f 所以 gG ' g ^^ G '. 于是 iG ' g . 由于 g 可为 G 中任 
意元素，所以也有 G 7 < gGV _1 . 于是对每个 geG ). 
这就表明 G r <] G . 

(2) 若 G / iV 是阿贝耳群，则对每个 
iV ， 于是 1 6 iV ， 即 G f ^ N . 特别地， G / G /是 阿贝耳 

群.反之若 ^《 iV ， 则 G / N ^^7, 即 G / N 同构于阿贝耳群 G / 

G ' 的商群，从而必是阿贝耳群.证毕. 

现在记 G (1 ) ^ G \ G (2) = G (1) \ …， G ( l ) = G (卜 iy ( f >2). 于是 

得到 G 的一个子群序列 

G > G 0) > G <2) 卜. > G ( h ) > G (f) 0 … 

其中每个 G ( 〃 都是前一个 G ( — u 的正规子群. 

定义群 G 叫做可解群，是指有 n > l 使得 G U) = {1}. 

每个阿贝耳群都是可解群(因为 G (1> = { 1 })• 更一般地我们有 
定理2 (1) 可解群的子群和商群是可 解群. 

(2) 如果 JV <] G ， 则 G 可解 ㈡ iV 和 G / N 均可解 • 

证明 （1) 设/ : G — H 为群的同态，易知对每个 以 ， f 
( G a ) XH (0 . 并且若/是满同态，则 /( G (f) )= H {i \ 由此即可证明 
⑴. 

(2) 由 （1) 知>成立.现设 G / N 和 JV 均 可解. 考虑正则满同态 
/： G — G / JV . 由 G/N 的可解性可知有 n 使得 /( G 00 ) = ( G / N) M 
={1}，即 G ( n ) < JV . 由 iV 可解知 G ( n ) 也可解，从而有 m 使得 
(G ⑷ ) ㈤ = { 1 } ， 即 G (n+m> = { 1 } • 于是 G 可解. 证毕. 
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现在我们给出可解群的另一种判别方法. 

定义设群 G 的有限多个子群组成的子群列0=0。>0 
G2^^“>G„ — { 1 }. 其中 Go ~G 9 G n = {1}. 如果每个 G, 均是 Gi~\ 
的正规子群(1</<；2)，称它为年寧列.如果正规列中 a-i/GKK 
均是单群，则称它为组成為.^^个正规列叫做是可解列，是指 

GH/GAKKn) 均为阿贞耸#. 

定理3 (1) 有限群 G 必有组 成列. 

(2) 群 G 是可解群㈡ G 有可解列. 

证明 （1) 由群的同构定理我们知道，若 iV<G ，则 G/iV 的每 
个正规子群都有形式 H/N， 其中 iV<] H<G. 所以当 G 关 N 时， G/ 
N 为单群㈡ N 是 G 的极大正规子群(即若 N<M<| G， 则 M=G). 
现设 G 是有限群.则 G 必有极大正规子群(^ ， 于是 G/G, 为单群. 
再令仏为仏的极大正规子群，……由于 |G|>|G 1 |>|G 2 |>” 
而 G 是有限群.所以有 n 使得 G„ = { 1 }. 于是 G>G >%>氏就 
是 G 的一个组成列. 

(2) 若 G 可解，则有打使 G(”〉= ⑴.于是 G>G (1 )>〜>G(«) 
= { 1 } 是正规列.由于 G (l) /G“ +1) 均是阿贝耳群，所以这是可解列. 
反之，若群0存在可解列6=0。>6 1 >">0„ = {1}.则 G / Q 是 
阿贝耳群，于是(定理 1). 同样由 GJG 2 为阿贝耳群可知 
G (2) <GP<G 2 . 由此归纳可得 G (l) <G:. 所以❿^仏二⑴，即 G 
是可解群.证毕. 

系有限群 G 是可解群当且仅当 G 有正规 
… t>G„ = {l}， 使得 G ; /G m (0<f< w —1) 均是素数阶循环群. 

证明设 G 是有限可解群，则定理3表明 G 有组成列0=0。 
>Gx I>m>G„ = {l}， 不妨设 G#G m (0<z_<«_l). (若 G,= 

G, h ，则去掉 G z+1 之后仍是组成列).于是 G/G i+1 是单群并且 G f / 
G i+1 关 { 1 }. 特别地 G^{1} (0<z<rz~l). 对于每个单群 M#{ 1 } ， 

从而必然¥ = (1)或 iVf=M •当 iVT = U} 时 M 为阿贝耳 
群.而当 M'=M 时，对每个 £>1 均有 = M 古 { 1 } ， 从而 M 不 
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是可解群，因此 若 G z / G m 是非阿贝耳的单群， G , / G i+1 必然不可 
解，于是 G 也不可解，因此 G 也不可解(定理 2). 这与假设矛盾. 
所以 G £ / G m 是阿贝耳单群，即为素数阶循环群 (0<£< tz -1). 反 
过来，若 G = G 。 > Q p > … G „ = { 1 } ，并且 G :./ G ; +1 (0< f — 1 ) 均 
是素数阶循环群，由定义知 G 是可解群，证毕. 

除了阿贝耳群之外，我们还可举出一些可解群的例子. 

例1设认是正《边形的对称群.令$为0„中《阶元素(例 

如尽是绕正 n 边形的中心旋转^角的运动），则只=心〉是《阶循 

环群， [ D „ :只]=2，因此尺是0„的正规子群，而 D „> H >{1} 为 
可解列，即为可解群. 

例2设 | G |=^ ，其中 p 和 g 是素数，这时 G 的户-希 
洛夫子群 H 是 G 的正规子群(见第8节定理3的证明）， \ H \= p , 
G > H [> { 1 } 是可解列，因为 G / H 和 { 1 } 分别为 g 阶和户阶循 
环群.于是 G 为可解群. 

英国数学家 Burnside 猜 想：每 个奇数阶的有限群都是可解 
群. 这个猜想在1963年由 W . Feit 和 J . Thompson 所证明，文章长 
达255页. 

尽管可解群是比阿贝耳群广的一类群，我们仍然有不可解群 
的例子.比如说，每个非阿贝耳单群都是不可解的(见前面系的证 
明).下面一类不可解群对于研究代数方程的根式可解性是重要 
的. . 

定理 4 当 n >5 时 n 元对称群 S „ 不可解. 

证明若&可解，则其子群儿^也可解.但交错群 A „ U >5) 
是非阿贝耳的单群(第6节定理 4). 因此 A „ 不可解.这一矛盾表 
明&(72>5)不可解.证毕. 

习 题 \ 

1.证明 S 3 和 S 4 是可解群. ， 



2 •设 >， g ， r 均是素数(不必不同).试证阶群都是可解群. 
3•设/ : G — A 是群的同态，其中 A 是阿贝耳群.求证 G r < 



第二章环和域 


本章介绍近世代数中继群之后的另外两个基本代数结构:环 
和域.在本章中我们只讲述环和域的一些基本知识，进一步的学问 
则属于环论和域论等一些专门学科. 

2.1 基本概念 

定义环是一个集合只和尺上两个二元运算(通常表示成加 

♦ 

法+和乘法 • ）组成的代数结构 CR ，+，•） ，并且满足以下三个 
条件： 

(1) CR ，+ ) 是阿贝 耳群. 这个加法群的么元素表示成 0 R (或 
者简记为 0) ，叫做环尺的零元素. 

(2) CR ，•） 是半群.这意味着 R 中乘法运算满足结 合律. 

(3) 加法和乘法满足分配律.即对任意的 a , b 9 ceR ^ 

a (6 + c ) — ab + ac ^ (6 + c)a — ba ca . 

注记如果只是前两个条件，那么尺过具有阿贝耳群(尺，+) 
和乘法半群0?， •） 两个彼此孤立的代数 结构. 正是条件 (3) 将两 
个运算用分配律联系在一起，从而形成新的代数结构——环. 
如果环 R 还满足条件 

(4) 对所有 a ， b ^： R ， ab = ba . 

则称尺为交 换环. 因此，这里“交换”二字是表明只中乘法满足交 
换律(因为环中加法永远规定有交换 律). 另 j 方面，如果半群 

( R ，•） 具有么元素，即如果 . 

♦ 
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(5) 存在元素 1 K 6 i ?， 使得对每个元素 a 6 i ?， l ^ a - al R - a . 
则 i ? 叫含幺环.元素1 〆 或者简写为 1) 叫做环尺的幺元素. 

-注记环 i ? 中的零元素是唯一的，如果环尺有幺元素，则它 
也是唯 一的. 

像在群论中一样.对于正整数 w ， 记 n 个 a 相加为 mz ，而 w 个 
a 相乘为 V ，由环的定义我们首先可以得到环的如下最基本性质. 
定理1设尺为环.则 

(1) 对每个 0 a ~ a 0 — 0 . 

(2) 对每个 (~ a)b = a (—6) =— Cab ), 

(— a )(—6) = ab . 


(3) 对于 a :， bj ^ R , (2^)(2 

i = l j — 1 1 = 1 j = l 

(4) 对于 n ^ Z , a , 6 6 i ?， 则 （ wa )6 = a ( nb ) = n ( ab ). 

证明 （1) Oa = (0 + 0 )a = Oa + Oa ，从而 0 a = 0. 同样可证 

aO = 0. 

(2) ab + {~ a)b — (a +(— a ))6 = 0 • 6 = 0, 从而 (— a )6 — 
— ab . 同样可证 a (—6) —— ab . 最后 （一 a )(—6) =— a (~ b ) — 

— (~ ab ) — ab . 

(3) 利用数学归纳法可将分配律推广成 


于是 


n n m m 

{^]ai)x == 2 a i x ^ : y(Z)〜） = 

i—l l — l / = 1 ; = 1 


m 


m 


m 


(2 a ，)（2~)= 2 (仏 （2《）） = 2 2 吨 • 


i 


(4) 由 （1)、(2) 和 (3) 推出. 证毕. 

定义环 i ? 中非零元素 a 叫做尺 中的左零因子，是指存在非 
零元素 使得以 =0.类似地若紜= 0,则 a 叫环2?的右零因 
子.如果 a 同时是左零因子和右零因子，则 a 叫做环 i ? 的零因子. 
若1?为交换环，易知 R 中每个左(或右)零因子均是零因子， 
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从而左零因子、右零因子和零因子这三者是一回事. 

定义 设 i ? 是含幺环.尺中元素 a 叫做左 可逆的 ，是指存在 C 
eR 使得 ca = l ， 这时 C 叫做元素 a 的 左逆. 类似地可以定义右可 
逆和右逆.如果 a 同时左可逆和右可逆，则 a 是乘法含幺半群 
CR ，•） 中的可逆元素，从而 a # 有唯一的乘法逆元素厂 1 .环尺中 
的可逆元素 a 通常叫做环 i ? +的单位 ( unit ). 含幺环 i ? 中的全体 
单位形成乘法群(第一章第2节定理1)，叫做环 i ? 的单位群，表示 
成⑽) • 

若尺是含么交换环，则左可逆、右可逆和可逆这三个概念是 
一致的. 

定义设 R 为含么交换环，并且0关 1. 如果环1?没有零因子， 
则 i ? 叫做整环 ( Domain ). 设 i ? 为含幺环并且 0^1. 如果 i ? 中非零 
元素都是单位，即 L 7( i ?)= i ?— {0}，则 i ? 叫做体 ( Skew - field ). 如果 
体又是交换环，则叫做域 ( Field ). 

由上述定义可知： 

(1) 整环、体和域中至少包含两个元素:0和 1. 

(2) 含么环尺为体的充要条件是 i ? 的非零元素全体形成(乘 
法)群. 

(3) 每个域都是整环，因为可逆元素不能是零因子. 

现在我们给出环的一些具体例子. 

例1 i ?={0}. 即由一个零元素构成的环，叫做 零环. 我们对 
这种环不感兴趣.即通常总假定 i ? 不是零环. 

例2 «阶实方阵全体对于通常的矩阵加法和乘法形成含幺 
环，叫做 n 阶实方阵环 ，表 示成紙 CR )， 零元素为 n 阶零方阵，幺 
元素为〃阶单位方阵八.类似可定义有理矩阵环 M „ (2) ，复矩阵 
环紙 ( C ) 等.当时，易知它们均不是交换环， 

更一般地，对于任意环 i ? ，我们仍旧像通常那样定义元素属于 
R 的两个〃阶方阵的加法和乘法，可以直接验证全体这种〃阶方 
阵形成环，叫做 环尺上的 》 阶方阵环， 表示成 MAR). 如果环 K 有 
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幺元素 1 r ， 贝！1环 M„(jR ) 也有幺元素•进而，如果尺 
是交换环，我们可以定义方阵 A = (%) 6 M n (R) 的行列式 

detA = H sgn((y)g 1<T(1 ) * ■ m a m („). 

a ^ s n 

基于环尺的乘法交换性，我们可以看出 detA 仍具有行列式通常 
那些性质.例如； 

(1) (detA)(detB) = det(AB) , 

(2) A(adjA) = (adjA)A = (detA) • I n . 

其中 adjA 表示 A 的伴随方阵，即 adjA = (Ay) ，而 A l：/ 是 A 中元 

素〜的代数余 子式. 上面第 ( 1 ) 式表明，当尺为含么交换环时，行 
列式映射 


det\ M n (R) — i?，A — det(A) 

是乘法半群的同态(并且易知这是满同态).因此若 i? 是环…〆/?) 
中的单位，则 detA 也是环 i? 中的单位(为什么？) • 反之，如果 detA 
G U(R) ，则由上面第 (2) 式可知 （detA)- 1 adjA 是 A 的逆元素，即 
A 6 U(M„(R)). 这就完全决定了矩阵环从0?)的单位群(其中 
为含幺交换 环）： 

U ( M n ( R )) = {A e M n ( R ) I detA e U ( R )}. 

乘法群 U(M n (R)) 叫做含么交换环 i? 上的 《 次一般线性群，表示 
成 GL(”，i?). 例如 GL(n，Z) = {A6M„(Z) |detA=±l}， 而对 
任意域 jF ， GL(n ， F) — {A G M„(F) | detA ^ 0}. 

例 3 设 n 为正整数 • Z„ = Z/tzZ 对于在模 n 同余类上定义 
的加法和乘法形成含么交换环，叫做模72 同余类环 .当 n>2 时，它 
不是零环，如果以 a 表示同余类 (2+72Z， 不难证明 

U(Z n ) = {a I (a ， w) = 1} ‘ 

当 n 为素数时，乙为域(习 题). 而当 W 不为素数时，厶甚至不是整 
环(即有零因子). - 
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例 4 设 i ? 是任意环，以 J ? Dr ] 表示系数属于尺的多项式 
fix) —o,o + ai*r +… + a „ x n 所构成的 集合. 我们可以像通常那样 

定义多项式加法和乘法，即 

• i-I 

n m rrbn 

^CkX k , 

i=l j=\ k=\ 

其中^二 Ym ” 可以直接验证尺 w 由此形成环，叫做环只上 

的多项式环 •"如 果尺为交换环，则机工]也是交换环 • 如果环只有 
幺元素 1 ，则 1 也是环 i ? Dr ] 的幺 元素. 类似地还可定义多个未定 
元的多项式环尺[々 , x 2 ,-, xj . 我们在第 5 节中还要对多项式环 

作专门研究 • 

例 S 有理数全体 ( 2 对通常运算形成域/叫有理数域•类似有 

实数域 R 和复数域 C . 现在我们给出体的例子•设 i ， j ， k 是三个数 

学符号, K 为实数域. 以 H 表示集合 

H == {a 0 +aji + a2j + a$k | a x G - R (0 ^ i ^ 3 )}. 

H 中元素( 2 == « 0 +« 11 +« 2 汁“ 3 )^和 /?— 相等，当 

且仅当在集合 H 上自然定义加法（按分量 

相加）： 

a + /? = (ao + 6 。 ） + (ai + 6i )i + ( a 2 + 62 )j + ( a 3 + 63 )k 

而乘法则定 义为： 

rbir ^ j — r ^ rk ^ kr (对于 r^R ), 

i 2 =j 2 =k 2 = — 1 ?ij — — ji=k ， jk = — kj = i ， ki= _ik=j ， 

然后用分配律和结合律将乘法扩大到整个 H 上，换句话说， 

a • /?== < 2 0 bo — d\b\ — a2^2 — “363 + (^o^i + Q/ib% 

— a 3 6 2 ) i + ia Q bi +a 2 b 0 + a 3 6i — ai& 3 )j + (a 0 b 3 + a 3 6 0 

+ a\bo — a2^i )k. 

请读者验证，集合 H 对于如此定义的加法和乘法形成含么非交换 
环. 进而，对于元素《 = 如+( 2 1 丨+以+化 1 ^，定义 0 ： :: =办 —aii — a 2 ] 
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—a 3 k 6 H . 并且令 iV(a) =02,则不难验证 iV(a) = ca = al + a \ 
+ al+al 6 从而 a = 0 ㈡ N(a) == 0, 而当 a # 0 时 ， a / N ( ct ) 
是 《 的逆元素.这就表明 if 是体.由于 H 不是交换环，从而 H 不 

是域 .H 叫做实四元数体 . 

例 6令 Q[V—l~] = {a+bV—l \a y 这是复数域的子 

集合.对于复数通常的运算 Qty^T] 是封闭的.因为若 a = 
a+bV~l ， P=c+dV—l ， a ， b ， c, 则 a+/3= (a + c) + ( & 
+ d) v/ 11 ! 和 # = O — w) + (w+&) v /二了 也属于 GG/ 17 !]. 
于是 ^[V^] 是含幺交换环.进而，对于 《 = a + by^l 6 
g[V— T] ， 令 a = a~bV~ 1 (复共轭），则 N(a) == oa === aa === a 2 + 
b 2 ee, 于是 a 关 0 ㈡ N(a) 共 0, 并且当《关0时， a 为环 SGv/ 11 !] 

中可逆元素，其逆为 a / N ( a ) == - e 

QLV ^ l 这就表明 <2[vq] 对于通常复数加法和乘法运算形 
成域 • 

类似地可证 Z[V^T] = {a + b ^ \ a , beZ } 是含么交换 
环，它是整环但不是域(习题). 

定义 设 S 是环 J? 的子集合.如果 S 本身对于环 尺 中的运算 
也是环，则称 S 是 i? 的 子环 . 如果 S 对于中运算是体或域，则 S 
叫做 K 的 子体或子域 . 

和群论中子群的情形类似，为了证明 S 是 i? 的子环，只需证 
明 S 对于 R 中的运算是封闭的，即若 S， 则 a ±6, 必6 S . 

例 1偶整数环 2 Z 是整数环 Z 的子环.而 Z 又是有理整数 
域2的子环 • M„ (<2)是 M„ CR) 的子环 • Q 是环2 [>] 的子域 • Z 

[/^T] 是域 Qt/irY] 的 子环. 每个环 R 均是多项式环 J? Dr] 的子 
环. 

i 

例 2设 J) 均是环 i? 的子环，则它们的交 门 & 也是 i? 
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的子环. 

例3设 S 是整数环 Z 的子环，则 S 必然是 Z 的加法子群.由 
群论知 S = « Z ( n ^ O ), 而易知每个〃 Z 均是子环，从而 Z 的全部 
子环为 {wZ | w > 0}. 

例4每个环均有两个平凡子环 :零环 (0) 和环 i ? 自身. 

和群论一样，为了将不同的环加以比较，我们常常需要从一个 
环到另一个环的映射并且保持环的运算，这就是环的同态. 

定义设尺和 S 为环.映射为环的同态，是指对每 
个 a ，6 6尺， 

f ( a + b ) - /( a ) +/( W , f ( ab ) = /( a )/( W . 

注意由第一式表明环的同态必然是加法群的同态.从而 f ( 0 R ) = 
0,， /(— a ) = 如果环同态/是单射(满射)，则/叫 单同态 

(满同态) ，如果/是 一一 对应，则/叫环的 同构. 这时表示成/ : 

CS ， 而 i ? 和 S 叫做同构的环•如果厂 1 : S - i ? 是/的逆映射， 

# 

不难证明 / _1 也是环的 同构. 又若/: 1? — s，g : S — 了均是环的 
同构，则 g /: 也是环的同构，这表明环的同构是等价关 

系.在环论中，彼此同构的环看成是同一个环.环论的最基本问题 
是(具有特定性质)环的同 构分类 .它比群的分类往往还要复杂. 

环尺到自身的同态和同构叫 做环尺 的自同态和自同构. 不难 
看出，环 i ? 的全部自同构形成群，叫环尺 的自同构群， 表示成 
AutCR ) • 决定环 i ? 的自同构群是环论又一个基本问题. 

设/ : 1? — S 是环的单 同态. 于是对于尺中不同的元素 a ，6, 
象 / U ) 和 /(« 是 S 中不同的 元素. 因此/0?)是 S 中的子环并且 
同构于兄通过单同态/我们可以把环 i ? 看成是 S 中的子环/ 
CR )， 即把尺中元素等同于 S 中元素 /( a ). 因此，环的单同态/也 
称作环 R 到环 S 中的嵌入. 

如果/ : R — S 是环的满同态，并且尺和 S 均有幺元素，则 
( i )/( Ik ) - Is ； ( ii)a 6 U ( R )=> f ( a ) 6 U ( S ) 9 并且 /( a - 1 )= 
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/( a )- 1 (习题 6). 特别若 i ? 和 S 均是体 或域. 而/ : i ? — S 为环同 
构时， （ i ) 和 ( ii ) 是成 立的. 这时称/为体同构或域同构.类似可定 
义体(域)的嵌人，体(域)的自同构群等等. 

例1 ”彡0,正则映射 Z — Z / t 2 Z ，^^ 是环的满同态，其中灸 
表示$的模 n 同余类. 

例2每个环同构于1阶方阵环]^(尺).而当 l < n<m 
时，可以有很多方式将环 M „ CR ) 嵌到环 M m CR ) 之中.最后， i ? 还可 
以用“对角”嵌入 a 而成为从0?)的子环. 

例3设 C 为复数域， if 为前面的实四元数体.则映射 /:(： 

— 仏 a + ft /^ n ^ z + fti + Oj + Ok 是环的嵌人从而 C 可看成是 H 

的子域•将 C 嵌成 ff 的子域可以有无限多种方式(这是由于 x 2 + l 
= 0在 ff 中有无穷多解!) . 

例4映射 f : z [>： Kziy ^ T ]， /(工)卜 /( —1) 是环的满 
同态，但不是单同态，因为在多项式环 Z [>] 中•2： 2 + 1关0，但是 9? 

( X 2 + 1) = +l=0 = (p(0). 另一方面，请大家证明 z 

不能嵌成 z [: r ] 的子环（因为1在环 z [ x ] 中无 

解!) • 

例 S 设环 i ? 没有幺元素 . Z 为整数环.考虑集合 S = j ? xz ， 
并且如下定义 

( n ，是 1) + (广2 ，焱 2) = ( n + 厂 2，々 i +々2) 

(n 9 ki )( r 2 ^ 2 )~( rir 2 +^ 2 n ~ hkir 2 ^ k \ k 2 ) 

请读者直接 验证: s 对于如此定义的加法和乘法是含么环•么元素 
为 1 S =(0，1). 作映射 


f •• R — S，r H ->( r ,0). 

不难证明这是环的嵌入.这个例子表明，任何不含么元素的环均可 
嵌到含幺环中. 

例6现在决定一些环或域的自同构群.设/ : Z — Z 为环的 
自 同构. 则必然/(0)=0，/(1) = 1.从而对每个正整数 n ， 
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f ( n )= /(I + 1 + … + 1) = /⑴ +/(1) + …+/(1) 

= nf ( l ) — n • 1 — n . 

于是 f ( — n )== ~ f { n ) = ~ n . 这就表 明：环 Z 只有恒等自同 
构•即 Aut ( Z ) = { l }. 

类似地，设是域2的自同构，则上面的推理表明 〆 
(对每个 ?? GZ ). 但是域同构有性质(对于 
6 Z ). 从而对于每个有理数 n / m{m ^ 0， m，w 6 Z )^ cp { n / rn ) = 
( p { n )( p { m ~ l ) — ( p { n ) cp { m)~ l — n / m . 于是有理数域0也只有恒等 

自同构. 

实数域 只的自 同构也只有一个(习题），但是复数域的自同构 

有(不可数地)无穷多个.例如“复共轭” 

661?) 便是 C 的一个非恒等自同构. 

习 题 

1. (1) 给出例子表明含么环中，一个左可逆元素可以具有多 
于一个 左逆. 

(2) 如果 a 是含么环中左可逆元素，并且 a 不是右零因子， 
则 a 只有唯一的左逆. 

2. 设 a 是环1?中非零元素， 求证： 

(1) a 不是中左零因子的充要条件是则 

b ~ c . 

(2) a 不是 i ? 中右零因子的充要条件是:6， c^：Ry ba — ca ^Ulj 

b = c . 

3. 设〃 >2 为正整数. 求证： 

(1) 环乙中元素5可逆的充要条件是 U ， n ) = l . 

(2) 若 p 为素数，则厶为域•若 tz >2 不为素数，则乙不是 
整环. 

4 . ( 1 ) 决定环 z [ vq ] 的单位群.证明此环为整环但不 

是域. . 
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(2) 对于环 Z [/^]={ a +6/= I | a ，6 GZ } 作同样事情. 

5. 设尺和 S 均为含幺环 . O s 关 l s . / : _ R — S 为环的满 同态. 

a ) f ( l R ) = ls . (2) 如果 aeuo ?)， 则 /(a) eu ( s )， 


并且 /(a _1 ) = /(a)' 

6. 设 A 是阿贝耳群， EndC4) 是群 A 的全部自同态构成的集 
合•对于 /dGEiKKA)， 定义 

( f + g ) Xa ) — /(a) + g ( a) 9 (f • g)(a) == f ( g ( a )) (a G A). 
求证 End(A) 对于上述运算是含幺环. 

7. 设 G 是乘法群为环.定义集合 


•R[G]== { I r g 6i?， 并且只有有限多个 r g ^0). 在集合 i?[G] 

gee 

上定义 




其中 r g ^ g '* 


gg =g 


a) 求证上面定义的加法和乘法是集合 i?[G] 中的二元运算， 
并且 i?[G] 由此形成环(叫做群 G 在环 i? 上的群环 .）• 


(2) i?[G] 是交换环㈡ i? 是交换环并且 G 是阿贝耳群. 

(3) 如果环 i? 有幺元素 1 R ，而群 G 的单位元素为 e ，则1〆是 
群环 i?[G] 的幺元素. 

(4) 可以将1?自然地看成是 i?[G] 的 子环. 


8. 求证 = 660是实数域 U 的子域 • 

9. (1) 决定 Z m 的全部子环(其中 m 为正整数). 

(2) 决定0和 Q[#] 的全部子域. 

(3) 决定 AutQ[V 幻， AutZ w . ’ ’ 

10•设 / eAuta^w^ei? •求证 
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(1) a>0 - >/(a»0. 

( 2 ) »/(/?). 

(3) Aut ( J ?)-{ l }. 

11 . 你能将复数域 C 嵌到环 M 2 CR ) 中吗？ 

12 . 设尺为环， aei ?. 求证 { r6i ?| ra = ar } 为 i ? 的子环 • 

13. 若 /: i ?— S 是环的同态，求证 / CR ) = {/( r ) | rei ?} 是 
S 的子环. 

14. 设 U 是一个集合. S 是1/的全部子集构成的集族，即 S = 
WGU }. 对于 A ， Bes ， 定义 

A - B ={ ceU \ ceA 9 c ^ B ). 
A + B =( A - B ) U ( B ~ A ), A - B = Af ] B . 

求证 ( S ，+， *)是交换环.环 S 是否有么元素？ 

15. 设 R 为环.如果每个元素均满足，称 尺为布 
尔 ( Boole ) 环•求证 

(1) 布尔环 i ? 必为交换环，并且 a + a =0 R ( 对每个 a6i ?). 

(2) 习题15中的环 S 是布尔环. 

16. 设 i ? 是有限整环，并且|尺|>2,则 R 必为域. 

17•令:) z ， w ecj ， 其中5为 w 的共辄复 

数.求证 L 是体，并且同构于实四元数体仗 

18. 整数环 Z 的加法群自同构是否一定为环的自同构？ 

19. 环 J ? 中元素 a 叫做幂零的，是指存在正整数 m ， 使得 

a m =0 

(1) 求证当 i ? 为交换环时，若 a 和6均为幂零元素，则 a+b 
也是幂零元素. 

(2) 如果尺不为交换环， （1) 中结论是否仍旧成立？ 

20 . 设 a ， 6是含幺环 J ? 中的元素•则： 1— aft 可逆 ㈡ 1 —6 a 

可逆. ^ 

21 . 含么环中某元素若有多于一个右逆，则它必然有无限多 

■ 
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个右逆. 

22 . 以 CCR ) 表示全部连续实函数 K 组成的集合.定义 

( f + g)(,a) =/(a)+g(a), (/ • g) (a) = /(a) • g(a). 对于/， 

geccj ?), ae (- R ). 求证 ccr ) 由此成为含幺交换环.试问 cao 
是否为整环？是否有幂零元素？决定环 CCR ) 的单位群. 

23. 设 D 为有限体.求证 a |D| =a( 对每个 a6D). 

24 •设 G 是二元群.决定群环 Z [G] 的单位群. 

2.2 环的同构定理 

环的同态映射是研究环的性质和联系的最基本工具.为了发 
挥同态的威力，需要引入两个新的 概念: 理想和商环. 

环论中理想的概念相当于群论中的正规子群，大家知道，正规 
子群的引入是为了构作商群，类似地，设 s 是环的子环，则 s 是 
阿贝耳加法群 R 的子群，于是有加法商群 i ?/ s . 我们希望在 i?/S 
上自然地 g 义乘法，使得 尺 / s 为环.所谓“自然”定义乘法，即是希 
望 a _ • b ^ ab . 这里遇到两个问题 :首先 ，这个乘法是否可以定义, 
即是否不依赖陪集代表元的选取？其次， i ?/ S 对于加法^+5= 
m 和乘法5 • 5 = 3是否形成环？下面引理表明，为了做到这 
些，需要对子环加上进一步的条件. 

弓0设 S 是环尺的 子环. 为了使加法商群 R / S 对于乘法5 
• 石=3是环，其充要条件是 S 满足以下 要求： 

(1 ) 对于每个和并且 ar6S . 

证明如果 尺 / S 对于加法和乘法5 是环， 

则当 rd 时，<2=石，从而0 = 0 - r = a • 「=<2厂，于是 arG 

S. 同样可证 m6S. 

反之，若引理中条件 (1) 成立.我们先证乘法的可定义性.即要 

f 

证 : 若 (2=7, b=W ，则 = 这是因 为：当 a=a ^ 时 ， a 
—a’CS ， 6—6’GS ， 由条件 （ 1 ) 可知 ab—ab f ~{a—a)b-\~a{b— 

I 
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//) es ， 因此 3=77 .进而再证尺 / s 由此形成环，即要验证乘法 
结合律和加法与乘法的分配律，这些都是很容易的.例如 ^(5+3 

~ci (6+c) == < 2 (^+ c) ~ ci b^rci c = ub^r clc — u b ^ clc Cb\ c ) 


等.证毕. 

定义 满足引理中条件 (1) 的子环 s 叫做环 i ? 的理想 .换句 
话说，环只的子集 S 叫做 i ? 的理想，是指满足如下两条件： 
⑴如果 a ，66 S ， 则 < 2 土 66 S ; 

(2) 如果 r6 * R ， a6S ， 则 ar ， raGS . 

设 A 是环/?的理想，根据上述弓 I 理，集合 i ?/ A 对于自然定义 
的加法和乘法形成环，叫做 i ? 对于理想 A 的 商环. 

例1 每个非零环 i ? 均有两个平凡的理想，即零理想 (0) 和环 
1 ?自身.只有平凡理想的环叫做单环.不难 证明: 含幺环尺的理想 
I 若含有只中单位，则 I = R . 由此可知体和域均是单环. 

例2 我们已经知道，整数环 Z 的子环均有形式 mZ ( m >0) 
不难验证它们都是环 Z 的理想，从而这也是 Z 的全部理想. 

例3 设 {A 卞 6 J } 为环尺 的一些理想，则它们的交门 A f 也 

£€/ 

是尺 的 理想. 

定义 设 X 是环 i ? 的一个子集合，环 J ? 中包含 X 的最小理 
想称作 由集合 X 生成的理想 ，并且表示成( X ). 

根据上面的例3,可知( X )即为包含 X 的所有理想之交.另一 
方面，由于( X )作为环 J ? 的理想显然包含下面的一些 集合： 

mi G Z, x f 6 X, n ^ l|; 


ZX = I 2 mix i 


RX 


it 


TiX i 


i j：i l \； 


XR 


Yj X i r i 


Vi 6 尺 ， A 6 X， /2 > 1 ; 


RXR 


n ， r’i 6 K ， x 2 - 6 X， w > 1 
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如果我们定义 + X 2 + … + X „ = + x 2 + … +: c „ I % 6 ^ 

f < n )}， 易验证 ZX + i ? X + XJ ?+ J ? XJ ? 已形成环 i ? 的 理想. 所以， 

它也就是由 X 生成的理想( X )，即 

( X ) = ZX+RX + XR+RXR 

如果 R 是交换环，则 RX = XR ] RXR . 从而 ( X )= ZX + i ? X . 如果 
R 是含幺交换环，则 ZXQPX ， 从而兄 

定义 由一个元素：生成的理想 ( x ) 叫做环 i ? 的主理想. 
如果 i ? 是整环(即没有零因子的含么交换环），并且 i ? 的每个理想 

都是主理想 ( x )=: ri ?， 则1?叫做 主理想整环， 简记作 PJD ( Princi - 

% 

pal Ideal Domain ). 

上面例 2 表明整数环 Z 为 PID . 

现在我们证明环论中的同构定理.它们和群论中的同构定理 
是很相似的.设尺和 S 为环/ : R — S 是环的同态.集合 

Im / - f ( R ) - { fir ) | r6 J ?} 

叫做同态/的象，而集合 

Kevf = r 1 (0) = {reR \ f ( r ) = 0 } 

叫做同态/的核. 

定理1 (第一同构定理）如果/: i ?— S 是环的同态，则 
Ker / 为环 i ? 的理想，并且映射 

f - R / Kerf ^ S , r = /( r ) (r 6 i ?) 

是环的单同态（嵌入），其中尸表示商环 i ?/ Ker / 中的元素 r + 
Kerf . 特别地，我们有环的同构 

7 s R / Kerf-lmf 

证明 首先，我们在群论中已知 Ker / 是 i ? 的加法子群.其 
次，若 r 6 R，a 6 Ker /, M fira ) = fir ) • fia )~ fir ) .0 = 0, 同 
样地 /( ar )=0. 因此 ra 9 are Ker /. 这就表明 Ker / 是环 R 的理 
想 • ， 

我们在群论中已经证明了映射 7 的可定义性，并且是加法群 
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同态. 再由于 /O • T 7 ) = fGr 7 ) = f ( rr f ) = fir)fir )= 
7( r )/(7) (对于 r ， 〆 eR )， 即知 7 是环的同态.最后，我们在群 

论中已经证明了 7是单射.并且是 一一 对应，从 

而是环的同构.证毕. 

定理 2设 J 和 J 是环 i ? 的理想，则 

(1) (第二同构定理） 

I/d nn = (I + JWJ (环的同构） 

(2) (第三同构定理)如果 KZJ ， 则 

(环的同构） 

证明 （1) 首先，容易验证 J + J 是尺的 子环， J 是的理 

想.作映射 

/: J —( m )/ J，a ^ a = a+J 

我们在群论中已证明这是加法群的满同态.事实上这是环的满同 
态，因为 /( 必 ） = A+J = Gz + J )(6 + J ) =/( a )/(6) (对于 a ， 
be I ) ，由于 Ker /= 川 J ，从而 If ] J 是 i ? 的理想，并且由定理 1 即 
知环同构于 a + j )/ j . 

(2) 的证明 类似. 

定理 3设 J 是环 i ? 的理想，以 iV 表示商环尺 / J 的所有理想 
构成的集合， M 表示环只中包含 I 的所有理想构成的集合.则 
映射 

/ : M — N，J 卜 J/J 

是从 M 到 iV 之上的 一一 对应. 

证明 我们仍旧利用群论中的结果.以 N ， 表示 R / I 的所有加 
法子群构成的集合，以 M 表示 i ? 中包含 J 的所有加法子群构成的 
集合，在群论中已经证明了 

/:ivr—iv ，，j ^j/i 

是 一一 对应，从而我们只需再 证明： J 是 i ? 的理想 ㈡ J / J 是 i?/I 
的理想. 
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若 J 是 R 的理想，并且 J ^ L 由定理2的 (2) 即知///是 J?/J 
的理想. 反之， R/I 的每个理想都是的加法子群，由群论知必 
然有形式 J / J ， 其中 J 是 i ? 的加法子群，并且 /3 J ， 由于 J / Z 是 
R / I 的理想，从而有商环 CR / D /07 D ， 作映射 

CR / J )/ a / J )， r ^/( r ) - r + ( J / I ) 

其中 尸表示 r 在 i ?/ J 中的自然同态象，易证 / 是环的同态，并且 
Ker /=/. 从而 J 是 i ? 的理想.这就证明了定理 3. 

例1设 aei ? (实数域)，作映射 

cp s fix ) (->/( a ) 

不难验证 p 是环的满同态.另一方面，从中学代数就知道 :实数 a 
是多项式 /( 工 )6 只[: r ] 的根 ㈡ /( X )可被(: T - a ) 整除. 因此 

Kerp = { fix ) G U [ x ] | f { a ) = 0} 

= {/(:) 6 丨 ix — a ) I fix )} 

= U - a ) (表示由 x — a 生成的主理想). 

于是由定理1可知我们有环的同构 R 兰 KO ]/ Cr — a )( 对每个实 
数 a ). • 

例2设 m 和72是两个正整数，则 mZ ， 〃之是整数环 Z 的两 
个理想.并且(习题） 

mZ 门 rzZ = [ m ，7 Z ] Z ， mZ + nZ = ( m y n ) Z . 

于是由定理 2 可知 

mZl \ m , n ~\ Z ~( m , n)Z /nZ (环同构） 

注意两边均是有限环.由于当 a 1 6时， aZ / bZ 的元素个数为 6/ a ， 
从而上面的环同构顺便给出熟知的等式 [7 n ， n ]( W ， W ) =77172. 

例3设 m 和 n 是两个正整数， mk 则 mZ 2 nZ . 并且由定 

理2可知有环同构 、 

(Z /nZ )/( mZ / nZ ) ^ Z / mZ . 
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习 


题 


1 . 证 明:交 换环尺中全部幂零元素组成的集合 N 是环 i ? 的 
理想.并且商环 R / N 中只有零元素是幂零元素. 

2 •设 J 是交换环中的理想.求证集合 

71= {r e i ? I 存在使得 〆 e 
也是环 i ? 的理想. 

3. 设尺为环.集合 CCR ) = { c eR \ 对于每个 rGi?，rc = 
cr ) 叫做环 R 的中心. 

(1) 求证 CCR ) 是 J ? 的子环，但不一定是尺的理想. 

(2) 如果 F 为域，求证全矩阵环 M „( F ) 的中心为 UJ „ | a e 
F }， 其中尺表示《阶单位 方阵. 

4. (1) 设 R 为含么交换环.求证环 M〆 ]?) 中每个理想均有形 
式紙⑴，其中 I 是]?的某个理想. 

(3) 若 F 为域，则 M „( F ) 是单环. 

(4) 设 J 是含么交换环1?中的理想.求证有环 同构： 

5. 设 h 和均是环 R 的理想.求证 

(1) hh 也是环尺的理想，并且/.是否一定有 

h ^2 = ^1 n ^2? 

(2) h + l 2 也是环 i ? 的理想，并且它恰好是包含 h 和八的 
最小理想. 

(3) 设 J ^ rzZ ， I 2 = mZ ( n , m > l ) 是整数环 Z 的两个理想 • 
^. vEzIil2 = nmZ 9 Ji + J 2 = ( n , m ) Z , Ii fl ^ — [ w > m ] Z . 

6 . 设 /: S 是环的同态 . J 和 J 是环尺 和 S 的理想，并且 

，按以下方式作商环之间的 映射： 

f ： R / I -^ S / J , a ^[/( a )], 

其中对于 aeR,a = a + J 为 i ?/ J 中元素，而 [/( a )]- f ( a)+J 
为 S/J 中元素. . 
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(1) 求证上述映射 7 是可定义的，并且是环同态. 

(2) 求证 f : R / l -^ S / J 是环的同构 ㈡ / CR ) +/ = S 并且 J 

= r l u). 

7. 设/: i ? — S 为环的同态•如果 i ? 是体，求证/或者是零同 
态，或者是嵌入. 

8•设 （ R ， +， •) 是含么环.对于 a，b & R ， 定义 

a ㊉ 6 = a + 6+l ， a ©6 = ab a -\- b 

求证 CR ， ㊉ ， ®) 也是含么环，并且与环 CR ，+，•） 同构. 

9. a ) 若 i ? 是主理想环，则 i ? 的每个同态象也是主理想环. 
(2) 求证 =Z/mZ ( m > l ) 是主理想环. 

10. 环 Z /3 Z 与环 Z /6 Z 的子环 2 Z /6 Z 是否同构？ 

H . 设及 ，… ，八 ，… 均是环沢中的理想，并且 Id 仏… GI „ 

oo 

e …. 求证集合 U 也是环 r 的理想. 

w==l 

12•求证：:) a ，6， cezj 是环 m 2 ( z ) 的子环•试决 
定环: r 的所有理想. 

2.3 同态的应用 

本节利用环的同态研究环的进一步性质. 

(一）环的特性 

定义 设只为环•如果存在正整数 m ， 使得对每个 rei ? 均有 

mr = 0, 我们把满足此条件的最小正整数 m 叫做环的特征.如 

果不存在这样的正整数 m ， 便称环尺的特 征是零 .环尺的特征记 
为 chari ?. 

例 环 Z 的特征为零，对于每个正整数沉>1，环义的特征 
是 m •不难 看出: Chari ?= 1当且仅当 J ?=(0) 时，所以今后我们假 
定 Chari ?7^1. 
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当 i ? 为含么环时.作映射 

/ : Z 一 jR ， n i —• 1 r . 

不难看出， / 是环的同态，并且 Ker /=??2 Z ， 其中 m == chari ?. 如果 
chari ?=0, 则/是环的单同态.于是环 i ? 中有同构于 Z 的子环 P 
• l R I w6Z }. 如果 chari ? = m >2, 则由同构定理 1 可知存在 
环的嵌入 =Z IH 从而 J ? •中有同构于的子环 P = {n 
-1,1 0 <«<m 一 1 }. 上述子环 P ( = Z 或者 Z m ) 叫做含幺环 i ? 的素 
子环. 

如果 i ? 是整环，则的特征必为零或者素数.因为若 charJ ?= 
m ^2 并且有至少两个不同的素因子，则 i ? 的素子环 Z / mZ 中就 
已经有零因子，从而1?不为整环.特别若1?是域，则尺的特征或者 
为素数 P ， 此时 i ? 有子域 F = A ; 或者 charl ? = 0 , 此时 _ R 有子环 
(同构于) Z ， 从而有子域 F={n • l"m • If | n , m6Z , m 尹 0} 同构 
于有理数域 (2, 上述 F 叫做域 R 的素 子域. 简言之，如果域的特 
征为零，则 i ? 必包含有理数域 G , 如果 charR - p 为素数，则 i ? 必 
包含 f 元有限域 Z p . 

特征为素数的环还有一个重要特性. 

定理1 设尺为交换环， chari ? = p 为素数，则对 x , yeR , 

( x ^- y ) p = x p -^ ry p . 

证明 本来按二项式定理应当展开成 

p 

(x + y) p = 2中”广， 

71 = 0 

但是当 — 1 时，整数 O p =^ p ~ l 均是 p 的 

倍数. 由于 chari ?=/)， 从而和式中只剩下 ;z = 0 和/>两项.于是 (X 
+3^=：^+：/•证 毕. 

系 设尺是特征户的交换环4为素数，则/:尺十 R ， r—〆 
是环 i ? 的自同态. , 

证明 /( 泌） =/ U )/(« 是显然的，而 /(a + W = /( a ) + 
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/( W 是由于定理 1 .证毕 • 

(二）整环的商域 

设 D 是整环(即是没有零因子的含么交换环).现在我们将 D 
嵌到一个域中.办法与将整数环 Z 嵌到有理数域 0 中（通过令 n 
等同于 n / 1 ) 的方式是一样 的:令 D * = Z >-{ 0 } ，考虑集合 

DXD * = {( r ,5> \ r e D , s . e } 

(请将 ( r ， d 中的两个分量 r 和 s 分别看成是“分子”和“分母”).在 
集合 DXD * 上定义如下的 关系： 

0， s ) 〜 ( r ’，5') ㈡ sr ’=/ r . (注意:这就是通常的 r / s—r / s \) 
引理 1 上述关系是集合 DXLT 上的等价关系. 

证明 自反性和对称性显然成立，只需再证传递性.假设 ( r ， 
〜( 〆 ，/)，( 〆 ，/)〜(”〃，/)•则 sr /= =/ r ， / 〆 ’=/ 〆 •由于 D 是交 
换环，因此 srs r = srs f = ssr ' — ssr n — s sr \ 因为 // O 而 D 是整 
环，从而上式左右两边可消去/，即 sr "=/ V . 从而 ( r ， s ) = (/，/)• 
因此〜是等价关系.证毕. 

我们以 r / s 表示元素 ( r ， s ) 所在的等价类.以 K 表示全部等价 
类组成的集合.并且按以下方式定义 K 中的加法和乘法 运算： 

、 r/s + r /s — irs f - h / s )/ ss \ ( r / s ) •( 〆 //)= rr f / ss ’• 

(注意由 h / 6D - 可知 ). 我们首先需要说明这些运算 
的可定义性，即要证明这些运算与等价类中的代表元选取无关.换 
句话说，就是要证明:如果 ( r ， s ) 〜(< 2 , 6 )，( 〆 ，/)〜 ( aW )， 则 r/s 

+// s f = a / b + a r / b \ j - • 4 = f - 其证明留给读者.其次我 

们请大家验证 K 对于上述加法和乘法运算形成含么交换环.其零 

元素为 | ，幺元素为 I . 最后我们要 证明： 

定理 2 设 D 是整环，而 K 如上所示.则 

( 1 ) K 是域 • 

> 

( 2 ) 映射/ : D — K，a 为环的嵌入，由此可将 D 看成是 
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K 的子环. 

(3) K 是包含 D 的最小域.确切地 说:设 M 为任意域: D 
—M 是环的嵌入，则 g 必可扩充成域的嵌入，： K—M (注 :〆 叫 
g 的扩充是指当 a 6 D 时， g(a) = g(a)y. 

零 

证明 （1) 设 r/s^j, rGD, ，则 r 关 0. 于是 


，而 Vr6K， 由于 r/s • s/r=Wsr=l/l， 从而 K 中每个非零 
元素 r A •在 K 中均可逆.于是 K 为域. 


(2) 不难验证/是环的同态.而 Kerf= jrGD 



(0)，因此/是嵌入. 

(3) 令 g(r/s) = g(r)g(s)~ l G M (注意 :由于 g 是单射而 s 
关0, 从而 ^(5)^0, 因此在域 M 中 g ( s ) 可逆).我们还要说明这 
个定义与等价类 「八 的代表元选取无关，即若 （r，d 〜 （a，W， 则 

V 

gMgisy 1 = g ( a ) g ( b )~ l . 这是因为若 ( r ,5> ~ ( a ， W ， 则沁= 
as , 于是 〆 r ) g (6) = g ( a ) g ( s ). 由于 s ，6 均不为0,从而和 g 
⑹可逆，即知 gO ) g ( s ) _1 = g ( a ) g ( by \ 进而，请读者直接验证 

兒 ' 是 _ 的 同态. 由于 Ker〆 = { r/s 6 K | g(r)g(s)~ l = 0 G M } = 
{r/s 6 K I g(r) =0} = { rA 6 K I r = 0} (因为 g 是嵌人 ）={0} ， 
所以 〆 是域的嵌人最后，因为 g ( l )= g(l • l )= g ( l ) 1(1) 而 g 
(1) 关0,从而 g ( l ) = l ， 于是对每个 r e D ， g ( r ) - g\r/l) - 
g ( r ) g ( l )- 1 = g ( r )， 从而 〆 是 g 的扩充.证毕. 

定义 域 K 叫做整环 f? 的 商域. 

(三）环的直积 


设亿和1? 2 是两个环，我们在群论中已经定义过加法群的直 
积亿 XR 2 ，其加法定义为 U，W + (c，60 = (a+c，6+d). 如果我们 
再定义乘法： 

( a ,6)( c , J ) = ( ac , W ). 


可直接验证沁 XR 2 对于上述加法和乘法形成环，叫 做环私 和 i? 
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的直积.类似地可以定义任意多个环兄 (/e j ) 的 直积： 

I Xi G Ri } 9 

*e/ 

( x ^ + (3；,) == { xi + yi ), ( xi )( y { ) = (x^ z ). 

环的直积有许多与群直积类似的性质(见习题). 

对于每个正则投射 

Ttk 5 JJi?i Rk ? 

是环的满同态.另一方 6 面，映射 

i k •• Rk — IT 反， a k 

iei 

(其中 4=0 ( 对于是环的嵌入，称作私的 正则嵌 
入. 通过正则嵌入可把每个看成是 J [ Ri 的子环(事实上尺是 

ILR, 的理想). ? * 

4 关于环的直积我们有一个特别值得介绍的定理——中国剩余 
定理. 设 J 是环 i? 的理想，如果 a 和6属于 i? 对于I的同一个陪 
集，即 a-be /，我们也把这表示成 a = b ( modI ). 从而陪集 r+J 也 
表示成 r(modJ). 

定理 3 (中国剩余定理）设是含幺环， h ，…，为环 J? 
的理想.并 且当年 j 时， j ,+ z ,= r 则有环同构 j?/a n … ru«) 

~J[ (R/I 丄 
证明 作映射 

n 

/ ! i? XT ( 只 /%) ， r ^(Xmodi^) ，…， r(modJ n ))_ 

直接验证 / 是环的同态.现在证明 / 是满 同态: 根据定理假设， A 
+J 2 = J 1 +/ 3 =-R 9 16尺，从而 

R^RR^Ui+h)Ui+h) = I^ + hh^hh + hh 

4 

, ^ h + hh ^ R , > 

因此尺 =1+^3 .归纳下去即得，于是有 &e 

I 
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hh ^' In^a G Ii ? 使得 1 = a + 6 •令 n = 1 — <2 = 6,贝 jj /( r x ) — 

( l ( mod / i )， 0 ( modJ2 ) ，…， 0( modJ „)). 

完全同样地，对每个 K1 < A < rO ，我们都可求出 r k eR 使得 

/(^) — (0( mod 7 i ) ，•- •,0( modJ ^- i ) , l ( modJ A )， O ( modJ ^ i ), 
…， 0( modJ „)). 

现在对于 ILr / X 中每个元素 a = ( ai ( modli )， …， aJmodD ) ， 

iei 

(ai 6- i ?) •令 r = (3^1+ … + a „ r „ 6 J ?， 即知 /( r )= a . 这就表明 / 

是满同态. 

最后我们求 Ker / : 

rGKer / ㈡ rEOCmodi ^ Xl ^ z ^?!) ㈡ f | … fH 

从而 Ker /- A 门…门由此给出环同构 尺 /h n … ru w 

n 

^ UcR / Ii ). 

i=l 

现在我们来解释一下，国际数学界为什么将定理 3 叫做中国 
剩余定理 ( CRT，Chinese Remainder Theorem ). 取 i ?= Z . 我们已 

经知道， Z 是主理想整环， Z 的每个非平凡理想有形式 nZ (^2), 
并且 nZ + mZ =( n ， m ) Z ， nZn^Z = [ n ， m ] Z . 因此 wZ +7 nZ=Z 

相当于 n 和 m 互素（所以，对于任意含 幺环尺 和它的理想 h 和 

h ，如果我们通常也称理想 h 和 J 2 互素 }• 如果％， 

…， m n 两两互素，则 WiZfl … A 饥//二匸叫，…，肌 n ] Z = mr ” m „ Z ， 

从而由定理3得到如下的 

系1 设叫，…，是两两互素的正整数.则有环同构 
/ 5 Z Im ， "m n Z2^Zlm{L 乂 …X Z/m„Z. 

a(modmi )，••.， a ( modm „)). 证毕. 

如果用同余的语言，这个系还可叙述成： 

系2 设叫，…， m n 是两两互素的正整数，则 

(1) 对于任意 n 个整数〜，…， 6 Z ， 同余方程组 
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「工三 ai(modmi) 


lx=^(modm„) 

有整数解擊 

(2) 设心 ez 是上述同余方程组的一个解.则它的全部整解 
恰好是 一 个陪集 t 。 - {-mi … 

中国古代数学名著《孙子算经》中有“物不知数”一 题曰： 

“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩 
二，问物几何”. 

变成现在的语言这就是解同余方程组 

士三 2(mod3) • 

•<x=3(mod5) 

^=2(mod7) 

程大位在《算法统宗》 (1593 年）中将解此问题的方法编成如下的 
口诀： 

“三人同行七十稀， 

五树梅花廿一枝. 

七子团圆整半月， 

除百零伍便得知 . ” 

从中国剩余定理的证明我们知道，口诀中的“七十稀”，“廿一 
枝”和“整半月”(即70,21和 15) 就是证明中的 ri ， r 2 和 r 3 •换句话 
说，70是满足 

x= l(mod3), x = 0(mod5), x — 0(mod7) 

的最小正整数， 21 和 15 有类似地 意义. 于是“物不知数 ，，问 题的一 
个解是2 • 70 + 3 • 21 + 2 • 15 = 233. 口诀最后一句的确切含义 
是:“此问题所有解就是与233相差 105 = [3，纟，7] 的整数倍的那 
些数.”(最小正整数解为 23.) 

(四）素理想和极大理想 ， 

定义 环 i ? 的理想 P 叫做素 理想， 是指： 
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( 1 ) P^R ； 

(2) 对于环 i ? 的任意两个理想 A 和 B , 如果 ABGP ， 则 AGP 
或者 B ^ P . 

定理4 设 i ? 是含幺交换环， P 是 i ? 的真理想（即 P 关只，或 
者等价地，1 $ P ) ，则以下三条件彼此 等价. 

(1) P 是素 理想； 

(2) 对于如果 M6P ， 则或者 66 P ; 

(3) i?/P 为整环 • 

证明 （1) X 2): 如果则 UWGR 但是当只是交换 
环时， U )( WGGz6 )， 从而 UKWGR 于是由素理想定义可知 U ) 
cp 或者 ( wgr 再由 r 有幺元素可知 aeu ) ， & e («• 所以 ae 
P 或者 /，6 P . 

(2) =>(3):如果 (2) 成立，则 

5 6=万(在 R/P 中 ) P 或者 66 P 

=>5=0或者 &;0. 

从而 R / P 中没有零因子.由于 i ?/ P 显然也是含幺交换环，所以 
R/P 是 整环. 

(3) 4(1): 用反 证法. 如果焱5£尸，焱$戶，6££户，则存在《6 
A ， aGP , b ^ B ^ b ^ P . 从而 5 关石， 5 关万( 在尺 / P 中）•但是必6 
ABEP ， 即 ab = ab =0. 这就与 R / P 为整环相矛盾.所以 P 为 R 
的素理想.证毕. 

注记 特别若 J ? 是含幺交换环，则尺为整环的充分必要条件 
是零理想为素理想. 

例整数环 Z 的理想均有形式 riZ (72>0) .由于 Z 是整环，从 
而零理想 (0 ) 为素理想.而当时， nZ 为素理想 ㈡ Z /必 为整 
环 ㈡ 〃为素数，这就表明整数环 Z 的全部素理想是 /> Z ( p 为素数) 
以及零理想 (0) .即素理想和素数概念基本上是一 致的. 

定义环 R 中理想 M 叫做1?的极大 理想, 是指： 

( 1 ) M^R ； 
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(2) 对于 1? 的每个理想 N ， 如果 MCiVCi ?， 则必然 ]\[=从或 
者 N = R . 

定理 5设 i ? 为含幺交换环， M 为 i ? 的理想.则 M 是 i ? 的极 
大理想 ㈡ R / M 为域. 特 别地: 含么交换环尺为域的充要条件是零 
理想 (0) 为 i ? 的极大理想. 

'证明 我们先证最后一个论断•如果尺为域，由于 i ? 的每个 
非零元素 a 都是单位，从而 Oz )= oR = i ?， 可知域 i ? 只有两个平凡 
理想 ， B 卩 (0) 是极大理想•反之，若 (0) 为极大理想，对 R 中每个元 
素 a 关0, (a)=aR 关⑻，麵 aR = R. 于是有66 尺， 使得以 =1. 
即尺 中非零元均是单位，从而 i ? 是域. 

对于任意含么交换环 i ?， 根据上节定理3 可知: M 是 J ? 的极 
大理想 ㈡ 零理想是 R / M 的极大理想 ㈡ i ?/ M 为域.证毕， 

注记 若尺是含幺交换环，由前面两个定理可知: M 为 i ? 的 
极大理想为域- > i ?/ M 为整环 => M 为 R 的素理想.即极大 
理想都是素理想•利用集合论中的左恩 ( Zom ) 引理可以证明 :每个 
含幺交换环 i ? (关 (0)) 必有极大理想，因此也必然有素理想 • 

例 1仍以整数环 Z 为例•我们已知道 Z 的全部素理 想是户 Z 
( P 为素数)和 （0). 由于 Z 不是域，所以 （0) 不是极大理想.由于 
z Ip Z 为域，从而 Z 的全部极大理想为 pZ ( p 为素数). 

例2 设作映射 

沪 ： Z [: C]—Z ， g(x) r-^g(0) ^ 

这是环的满同态，并且 Kercp= ( x ) ， 因此 Z [ x ]/( x )^ Z . 从而 ( x ) 
是 ZCr ) 的素理想但不是极大理想，因为 Z 是整环但不是域•而 
Cr ，2) 是 Z Dr ] 的极大理想，因为不难证明 Z [ x ]/ U ，2) 兰 Z /2 Z ， 
而 Z /2 Z 为域. 


习 题 

1. 设尺为环， chari ?>0 •你能否将 i ? 嵌到一个含幺环 S 中， 
并且 charS = chari ?? , 
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2 . 有限环的特征必然为正数. 

3. 设 D 为整环， m 和为互素的正整数 . a ，66 D ， 如果# = 
b m ， a n =6 n ， 求证 a =6. 

4•设尺 ( KJ ) 是一个非空的环族 . i ^ U * R , 求证： 

(1) R 为含么环 ㈡ 每个尺均为含么环. 

(2) R 为交换环 ㈡ 每个私 均为交换环. 

(3) ^^(石)是 i ? 中单位 ㈡ 每个: r : 均为 R { 中单位. 

(4) R 中理想 A 均有如下形式: J ^ UA :， 其中每个 儿是兄 

iei 

中理想 • 

5. 设 S ， 尺 （ zei ) 均为环.尺=1!尺，町： R -^ Ri 为正则投 

iel 

射 ， p : S - 尺 ( f € J ) 均是环的同态.求证存在唯一的环同态 S 
— i ?， 使得对于每个壬 Z ， 均有 m • cp ^ cpi . 

. 6 . 设尺(泛 J ) 均为环.求证 

(1) JJi ?,= { U)6 JJi ? l 只有有 限多々 关 0 } 是几兄的子 

i^i iei 

环.11反叫做环尺心'6/)的亘和. 

iei 

(2) 设 s 为环.对于每个 fei，p :尺 — s 均为环同态 ， n :尺 
Jp ? t 是正则嵌入.则存在唯一的环同态 p : JjRi — S ， 使得仍 

i€I iei 

~(p % Ti. 

7. 设 A ，…，尺是环 i ? 的理想.并且 

(i ) jTl+ … + in=jR; 

( ii ) 对于每个 

及)=(0 )，求证只兰]"1> 

，ei • 

8 . 环 i ? 中元素 e 叫做幂等元素 ，是指如果 e 又属于环 
R 的中心（即 ea=ae 对每个 a 6尺），则称 e 为中心幂等元素. 

设 i ? 是含幺环为1 ?的中心幂等元素. 求证： 

(1) 也是中心幂等元素. : 
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(2) ei ? 和 （1— e ) 尺均是 i ? 的理想，并且— di ? (直 

积). 

9•环 R 中幂等元集合{^，…， ej 叫做正交的，是指当 
时，叫 =0. 设 i ?，^ ，…，尺都是含 幺环. 则下列二条件 等价： 

(1) 尺兰 私 ><… XK; 

⑵ J ? 具有正交的中心幂等元集合{&，…， e „}， 使得…+ 
e n = i - R ，并且 e { R ~Ri ( l ^ z '^ rz ). 

10 . 设 R 是含幺交换环，巧 ，…， 为尺的素理想而 A 为 J ? 
的理想 • 如果1>.七匕，则必存在某个 〗( l « m )， 使得 A 

11 . 含么交换有限环的素理想必是极大 理想. 

12 . 设 P 是含幺交换环 i ? 的素理想， A ! ，… ，九是 i ? 的理想. 

如果 h A ，则 P 必等于某个 A ,. 

i^l 

I 3 •设是环的满同态， K = Ker /. 求证： 

(1) 若 P 是尺的素理想并且 P 3 K ， 则 /( P ) 也是 S 的素 
理想. 

(2) 若 Q 是 S 的素理想，则 r 1 ( Q ) = iaeR \ f ( a ) 6 Q } 也 
是 i ? 的素理想. 

(3) S 中素理想和 J ? 中包含 K 的素理想是一一对应的.将 
“素理想”改成“极大理想”则此论断也成立. 

14 - 设 Z 是环 i ? 的理想，求证 尺 / J 中素理想均可写成形式 
P "， 其中 P 是 i ? 中素理想并且包含 J . 

15. m >2. 试决定环 Z m = Z / mZ 的全部素理想和极大理想 • 

^ 2.4 交换环中的因子分解 

从代数观点看，初等数论是研究整数环 z , 的学科.首先是整 
除性，然后是由此派生出来的一系列概 念:因 f 和倍数，公因子和 


97 



公倍数，最大公因子和最小公倍数，以及欧氏除法算式 等等. 整数 

通常可分解成一些更小的整数之乘积，不能再分解的最小单位就 

是素数.而作为初等数论的基石——算术基本定理是说 :每个 >2 

的整数均可(不计次序)唯一地分解成一些素数的乘积.在本节中， 

我们试图将整数环 Z 的上述概念和性质推广到任意交换环上去 • 

特别希望弄清哪些交换环中有类似于算术基本定理那样的性质， 

即环中元素在某种意义下唯一地分解成一些最基本元素的乘积 • 

这种推广工作也是从整除性开 始的. ^ 

定义设1?为交换环 teR , a 关0如果存在元素 xei ? 使 

得则称 a 整除 6( 或者称 b 被 a 整除），并且表示成 a 1 6•这 
时， a 叫6的因子，而6叫 a 的倍元 • 如果不存在使得 
称 a 不能整除 6( 或者称6不能被 a 整除)表示成 a 作. 

如果 a j 6 和6 k 同时成立(其中 a 关0,6关 0) ，则称元素 a 和6 

相伴， 表示成 a 〜 6. 

若1?是含幺交换环•如果并且6和 c 均不是尺中单 

位，则称 K 和 c ) 为 a 的真因子. 

下面定理将上述概念用主理想的语言表达 出来. 

定理1设 i ? 是含幺交换环， { o }， ua ?) 为尺的 

单位群.则 

(1) ㈡ (WG(a) ; a 〜 b ㈡ ia、 = 0>) • 

(2) ㈡ M 〜 1 ㈡㈡ wjr ( 对每个 

(3) a = bu ， u 6 U ( R )4 a 〜 b . 如果 i ? 为整环，则反过来也成 

立. 

(4) 若1?是整环 ，则： a 为6的真因子 ㈡ （6) G U ) 但是 

证明⑴如果 a |6, 则有尺使得似二汄于是66(仏)= 

aR ， 从而⑹ eU ) •反之若⑹ Q ( a )， 由于 i ? 有1，从而6=6 • 16 
6 J ? = ( WGa ， 即 66( a )= ajR ， 于是有 x^R 使得6=心，即 a |6, 这 

就证明了第一个论断 • 由它立刻推出第二个 论断. 

， 
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(2) 请读者自证. 

(3) 若则 b \ a t 由于 m 为单位，从而有 
U(R) 使得 uv=U 于是⑽ =6, 从而 a 1 6, 因此 a 〜 b. 反之，若 a 〜 b ， 
则有吏得 ax = b , by = a . 于是 axy = by = a . 如果 i ? 是整 
环，则有消 去律. 由于已假定 a 关0,于是 xy ^ l . 即: r 和^均是单 

位. 

(4) 由 （1) 和 (3) 推出. 证毕. 

注记 （1) 若尺 是含么交换环•根据上述定理即知相伴关系 
〜是集合见 {0} 上的等价关系，从而分拆成一些等价类，同一等价 
类中诸元素彼此相伴，而不同等价类中的元素彼此不相伴.如果 i ? 

是整环，则两个相伴的元素彼此相差一个单位因子，从而每个等价 
类有形式 aU ( R ) = { au \ ueU ( R )}. 

(2) 对于整数环 Z ， 由于 U ( Z ) = { 士 1 } ，与每个非零整数 W 相 
伴的只有士 n . 特别若 限定〃 为正整数，则不同的正整数彼此不相 
伴，所以我们可以避而不谈“相伴”这一概念.但是对于一般的含幺 
交换环 i ?， UCR ) 可能很大，从而“相伴”这一概念是需要的. 

在含么交换环尺中，每个元素 a ^ O 都有一些平凡因子 auiu 
ei / o ?)) ，其他因子都是 a 的真因子.在整数环 Z 中 ，不具有真因 
子的正整数(>2) 叫做素数 .但是将素数概念推广到任意含么交换 
环上去，则需要更仔细些. 

定义 含么交换环 尺 中元素 a 关 0叫做不可约元 ，是指 

(1) a ^ U ( R )； 

(2) a 没有真因子. 

而 p 判 叫做素元 ，是指 

(1) p ^ U ( R )； 

(2) 兄若户 | a 6, 则 pk 或者 p |6. 

对于整数环 Z ， 从初等数论知道，上面关于巧可约元和素元的 
两个概念是一致的.但是对于一般的含么交换环 ; ，这是两个不同的 
概念. . 
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例 1 i ?= Z 6 . 则2是素元(读者自证），但不是不可约元，因为 
交=交从而互是2的真因子. 

例2 i ?= Z [/ 二 1 ^ k ，6 ez } •其中3是不可约 
元(详见后面例 4) .但是3不是素元，因为 3|9 = (2+ V ^)(2 — 
/^) ， 且在尺中3 f (2 士 

然而，下面定理2表明 ：如果 J ? 是整环，则素元必是不可约 
元;而若 R 是主理想整环，则反过来也对. 

定理 2 设尺为整环 ，户， {0}. 以 S 表示的全部非平 
凡主理想组成的集合，即 S = {( a ) I a ei ?， a #0， a 关 I / O ?)}. 则 

(1) p 为素元 ㈡ ( A ) 为非零素理想. 

(2) c 为不可约元 ㈡ 主理想 ( c ) 为集合 S 中的极大元. 

(3) R 中素元必是不可约元. 

(4) 若 i ? 为主理想整环，则不可约元必是素元. 

证明 （1) 若 P 为素元，则/>磋1/(尺），从而（户）关 J ?. 又如果 
幼6 0)，则 UWe ( f )， 于是 pkW 定理1)，因此 Pk 或者户|6,即 
或者66 (/>). 由上节定理4可知（户）为素理想.反之，若 
(多)为素理想，由(/0为?可知/> $1/0 ?). 又若 fii a 6, 则 ( a ) ⑹ = 
(ab)C(p). 于是 ( a ) e ( p ) 或者⑹£(/>)，即 f k 或者户|&，从而 p 

为素元. 

(2) 若 C 为不可约元，则 C 磋 ua ?)， 于是 u)es •又若 ( c)C 

则 c = dx , j ：^ R . 由于 c * 不可约，可知或者 d 6 U ( R ) 
(此时 w) $ s) 或者 xeu(R) (此时 ( c ) = w))_ 这就表明 （ c ) 在集 
合 S 中是极大的.反之若 a ) 在集合 S 中极大，则由 （ c ) e S 可知 c 
$ UCR ) •如果则 ( c ) eu ), 由 ( r ) 的极大性即知或 
者 ( c ) = U ) (此时 66 UCR )) 或者(此时 a 6 UCR )) •这就证 
明 C 是 i ? 中不可 约元. 

(3) 设 p 为素元.如果 f = a 6， a ，66 尺，贝 ！ I 于是夕 U 或 

4 

者.如果则•从而 = 由于 a 关0 
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而尺是整环，从而心=1，因此 beuao. 类似可证若剡6，则 a e 
•这就表明 fi 是 R 中不可约元. 

(4) 设 p 是 R 中不可 约元. 由⑵知(户)在 S 中是极大的•如 

果只为主理想整环，则尺中理想都是主理想，从而 (/?) 也就是尺 

中的极大理想，于是(户)也是素理想，再由 （1) 即知户为素元.证 
毕. 

现在我们可以着手进人本节开始所提出的论题， g 卩试图刻画 

像整数环 Z 那样具有“唯一因子分解，，性质的一 类环. 根据上面的 

论述和注记，不难想象出需要把“唯一因子分解”性质修改成如下 
的形式. 

定义整环 i? 叫做唯一因子分解整环 （Uniquely Factorial 
Domain， 今后简记作 UFD)， 是指： 

(1) (分解的存在性）每个非零非单位元素均可写成 

均为不可 约元. 

⑵（分解的唯一性）如果…^是“的 
任意两个上述分解式，其中 均为 R 中不可约元，则 ” = m ， 并 
且存在集合{1，2,…， n} 的一个置换 a ， 使得•〜 

注记 （1) 关于 UFD 在历史上有一段有趣的 故事. 高斯最早 

发现环是 UFD. 1847年，德国另 
一大数学家库麦尔 (Kummer) 宣称他证明了费马 （Fermat) 猜想， 
即当 时 = ^ 没有整数解 G:，3/，z) 使得 x， 关0.他在 
证明中想当然地利用了这样一件事，对于每个奇素 数户， 环 Z[^] 

(其中 ^>=ef) 是 UFD. 但是不久他就发现当 p^23 时有许多 Z 
fo] 不是 UFD. 1971 年，美国人蒙特哥麦里 (Montgomery) 和日本 
人 Ushida 独立地证明了 Z[G] 是 UFD 的充要条件是/ <19, 库 
麦尔在修改他的证明过程中，引入了“理想数，，的概念，这就是现在 
称之为环的“理想”这一概念的 起源. 虽然库麦尔最终未能证明费 
马猜想，但是他所创造并为后人发展的理想概念，以及对于环 z 
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[ G ] 所作的深刻的研究工作，极大地推动了代数数论的发展 • 

(2) 下面两个例子表明，定义中关于分解的存在性和唯一性 

这两个条件都是不平凡的 • 

例3考虑 Z 上“分指数”多项式集合 

R— {a\X il + •••+a„x ln | i\ ， … ， i n G2? n ， … ， ^>0 ，仏 6Z ， 

1). 

易知 i ? 对于自然定义的加法和乘法是整环，并且 U ( R ) = U ( Z ) = 
{士1}(可参见下节内 容). 考查元素 xeR ， 如果 I 写成 r 中有限 

个元素的乘积，不难证明每个真因子均是单项式士 

0). 但是它们都不是尺中不可约元 (f = X " 2 • x t/2 ! ). 从而 x 在 i ? 

中不能表示成有限个不可约元的 乘积. 

例4考虑环尺=2[/^]•这是含么交换环，并且是复数域 
的子环，所以 K 是 整环. 我们先决定 UOO ，为此作映射 

N •• R -> {0 ， 1 ， 2,… ，打，…}， 

N(a + 6 a/— ~ 5) — (a + bV~5)(a — bV~~ 5) = a 2 + 5b 2 » 

U ,6 6 Z ) 

对于元素 N ( a ) 是非负整数，叫做 《 的范数 • 它是复数 《 通 

常绝对值的 平方. 由此容易 验证： 

(1) N(a)=0 ㈡ a=0; N(a) = l <=^=±1 

(2) N(a i 8)=N(a)N( i 8). 

现在设 a e U ( i ?) ， 则有 /?e R 使得 1 ， 于是 
N(a)N(/3) =N(a/?) = N( 1) = 1. 

由于 iV( a ) ， N ( 炉均是整数，从而 N( a ) = 1 ，即 ± 1 •这就表明 
I 7( R ) = {±1}. 

现在 可证尺 中每个非零非单位元素 a 均可分解成有限个不 
可约元的乘积.如果 a 本身不可约则得证，否则 a = fc ， 其中6和 c 
均不是单位，从而 N ( W 和 iV ( c ) 均是大于1的整数，因此它们也都 
小于 iV ( a ). 如果6和 c 都不可约则证毕，否则 ; 又要写成范数更小 
的元素之积.这种过程(每次范数都要变小，但又要大于 1) 作有限 
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步之后， a 必可分解成有限个不可约元的 乘积. 

现在我们说明分解的不唯一性.为此我们先证2,3, 

都是尺中的不可约元•以2为例 :如果 2可约成 2= ab ， a ， b 6 R — 
f 7 CR )， 则 N ( a )， N ( b )> l 9 但是 NU ) iV (6)= iV (2) = 4, 从而必然 
N ( a )= N ( b )=2. 可是易知 x 2 +5^=2没有整数解，即 i ? 中不存 
在范数是2的元素，这就表明2不 可约. 类似地，再由 x 2 +5 y =3 

没有整数解可知3都是不可约元•现在 6 在尺中就有两 
种分解方式： 

^ ~ 2 • 3 = (1 +\/— 5)(1 

而2和1 土 均不相伴，从而破坏了分解唯 一性. 因而整环 

不是 UFD. 

以上是两个破坏性的 例子. 如果从建设性的角度考虑问题，除 
了 Z 以外，目前我们还没有任何其他 UFD 的 例子. 由定义本身来 

判断一个整环是否为 UFD 显然不方便，我们需要研究 UFD 本身 
的性质，并希望给出刻画 UFD 的其他方法. 

定理 3 若尺为 UFD ， 则況具有下面两个彼此等价的性质. 
性质1尺中不存在无限的元素序列 ai ， a 2 , …， a „ ，…，使得 
每个都是〜的真因子. 

性质 1' 对于 i ? 中每个无限序列〜，❿，…，，…，如果％ +1 | 

a : (f = 1， 2 ，…)均成立，则必有正整数 jv ，使得 aN 〜 aw 〜…. 

证 明性质1和 1' 的等价是显然的，我们只证性质 1. 

设山为 r 个不可约元素 之积: ai = 九… 、由于 a2 是々 的真 

因子，从而 ai = a 2 * r ， x #0， x 磋 C /( i ?) 令 a 2 和 x 分别是/ 和/ 1个不 

可约兀之积:“2 — q \ … q t ，x = l ' …4,则 A >1， 并且 ••• p r = qi … 

qA … 1 x 由分解唯 一 ; 性可知 r = r + A >6 即 a 2 分解中不可约因子 

个数 Z 要小于 q 的不可约因子个数 r ， 这样过程显然不能无限下 
去，从而证明了性质 1. 证毕. ， 

定理 4 若尺为 UFD ， 则有 
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性质 2 i ? 中不可约元必为素元. 

证明设 f 为 R 中不可 约元. 如果则办:•将 
a ， 6 ， c 写成不可约元 之积： 

a = p 1 •••ps , b =^ qi -^ qi 9 c = ri ". r ” 贝 ！ J 

p\^ 9 p s q\^-qi = pr\—r t . 

由分解唯一性可知 f 与某个九和％相伴，即 f k 或者 P I 匕即户 
为素元.证毕 • 

定义 设尺是 整环，〜 66 尺一 { 0 } •元素 d 叫做是 a 和 6 的最 

大公因子， 是指： 

( 1 ) c / 是< 2 和 6 的公因子，即 d \ a , d \ b ； 

( 2 ) 若^也是 a 和 6 的公因子，则 /I A 元素 a 和 6 的最大公 

因子记为 U ， 6 ). 

注记 （ 1 ) a 和 6 的最大公因子若存在则不是唯 一的. 不难证 
明 ，如果则与 d 相伴的元素就是 a 和 6 全部最大公因 
子.即 a 和 6 的最大公因子(如果存在的话)是一个相伴元等价类 • 
若 ( a ， W 〜 1 ，则称 a 和 6 互素. 

( 2 ) 类似地可定义元素 a 和 6 的最小公倍元(请读者写出它 
的定义），表示成 1 >， 6 ].还可对多个元素定义最大公因子和最小公 
倍元 ( a ] ，… ， a „)，[ ai ，… ， a „] ，并且 （( ai ， a 2 )， a 3 ) 〜 （ a ! ， （ a 2 ， a 3 )) 

守守 • 

引理设尺为整环， aj ， cGi ?— { 0 }，则 

(1) c(a ， W 〜 （ ca ， c"). 

( 2 ) ( a ， 6 ) 〜 l ，( a ， c ) 〜 1 ，则 ( a ， 6 c ) 〜 !_• 

证明 ( 1 ) ^ d =( a 9 b ) 9 e = ( ca , c 6 ) , j 8 !j cd \ ca ， cd \ cb . 从而 
cd I Cca ， cb ) = 6 ，于是 6 = 0 ^«，《 61 ?.于是 ca = ex = cdux ， x ^： R.)A 
M a^duxtW du \ a . 同样可证 1 6 ,因此 < iw | ( a，W = 山于是 

[；( R )， 所以 e 〜 

( 2 ) 由 ( a ， W 〜 1 和 ( 1 ) 可知 ( ac ， 6 c ) 〜 c . 又显然有 ( a ， ac )〜 a ， 
于是 ( a ， 6 c ) 〜 （（ a ， ac )， 6 c ) 〜 ( a ，（ ac ， 6 c )) 〜 ( a ， c ) 〜 1 ， 证毕. 
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整环中两个非零元素不一定有最大公因子(和最小公倍元）， 
例如对中元素6和 2(1+/=^) 就没有最大公因子 

(考虑它们的两个公因子2和 1+/^). 但是对于 UFD 则有 
定理 5设 R 为 UFD ， 则有 

性质3尺中任意两个非零元素 a 和6都是最大公因子. 

证明 如果 a 和6有一个是单位，显然 ( a ，6) 〜 1. 否则 a 和6 
便可作因子 分解: 

a = up e ^ …於 ，b = vp (' ." pf ， e { ， fi > O y u 9 v G U ( R ). 

其中外，…， / V ( r > l ) 是尺中彼此不相伴的不可约元.这里我们允 
许 A 的指数 G 和可以为0,并且允许有单位因子 M 和％是为 
了在形式上使 a 和6的分解式中出现同样一些不可约元.令& = 
minO t ，/ i )( l « r ) 我们现在证明 d = pf ' 是 a 和6的一个 
最大公因子.首先，不难看出是 a 和6的公因子，其次，若/也 
是 a 和6的公因子，对于/的每个不可约因子户，则于 
是户 k ， 于是 pc=a = up \^ …於，所以户必和某个 A 相伴. 这样一 
来， 〆 可分解成/=切钟…焯加 6 UCR ). 进而，由/ k 可 
知•: C ^ W 仰…於 "• 由分解唯 一 性易 
知同样可证从而 r ^ minOi ， 
/；)=&( l < f < r ) ，这就表明 / M ， 从而 d = U , b ). 证毕. 

注记 类似可证 :对于 UFD 中非零元素 a 和6,必存在最小 
公倍元 [ a ，6]. 事实上 [ a ， 6] 〜沖…於 ，Ai = maxUi ，/ f ) (1« 

r ). 

前面我们给出每个 UFD 所具有的三个性质.下一个定理表 
明，这些性质也可用来刻画 UFD . 

' 定理 6设 i ? 为整环.则下列三个命题彼此等价. 

(1) ]? 为 UFD ; 

(2) i ? 满足性质1和3; , . 

(3) i ? 满足性质1和 2. • 
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证明 （1) X 2) 已证. 

(2) ->(3):只需由性质3推出性质2,即要 证:若 J ? 中任意两 
个非零元素 a 和6均存在最大公因子 ( a ， W ， 则每个不可约元都为 
素元 .设户 为不可约元.如果易知 (/>， a ) 〜1， 
( M ) 〜 1. 由前面的引理得到 (/>， a 6) 〜 1. 于是即 p 为素 
元. 

(3) ^(1) 先由性质1证明 J ? 中每个非零元素 a $ C / CR ) 均可 
分解成有限个不可约元之积.如果 a 不可约则完毕.否则 a = ai d l9 
^ 和匕 均是 a 的真因子.如果 q 和&均不可约则完毕，否则化 
或者匕又要有真因子.根据性质1这样的过程不可能无休止地进 
行下去，因此 a 必可分解成有限个不可约元之积. 

再由性质2证明分解的唯一 性:设 《 = /^”户 5 =<7广”仏，其中 
Pi ^ j 均为 R 中不可约元.根据性质2,它们也是素元.由于內 U 
广 ％，由素元定义 可知九 必然除尽 某个弘 不妨设勿丨仍，于 
是 gi = AM •由仍 不可约可知 u ^ UCR ). 因此 pi 〜奶•从而 p 2 … p s 
= uq 2 … q t 〜 q 2 … 这样继续下去可知 s = 并且存在 { 1 ， 2, …， 5} 
的一个置换(7,使得九〜私 )（ 1«5)，这就证明了分解的唯一性. 
证毕. 

现在我们可以给出更多 UFD 的例子. 

定理 7每个 PID (主理想整环)都是 UFD . 

证明 根据定理6,我们只需证明每个主理想整环 i ? 都有性 
质1'(它等价于性质 1) 和性质3.设山 ， a 2 ，…，^，…是1?中元素的 
无限序列，并且 A +1 k ( f = l ，2,3, …).化成主理想的语言，则为 

OG 

… 令卜 U U „) ，这是 i ? 的理想(第2 

n=l 

节习题 10). 由于1?为主理想整环，从而由于 
从而 a 必然属于某个(心）.由此推出 … d 
= ( a ). 于是 （ a *) = ( a 出） = ••• ，即仏〜 a 出〜"％这就证明了性质 
( 1 ，). 

106 


再证性质 3: 设 a，6eK —{0}. 令 I 为理想 U) + (W . 由于 i? 
是主理想整环，从而 I =( d ), deR . 现在证明 d 为 a 和6的一个最 
大公因子.由于 a=a +06( a ) + ⑹ = W )， 从而同样 d|6, 即 
c/ 是 a 和6的公因子.如果/也是 a 和6的公因子，则〆 k，/A， 
于是“€(/)，托（/),从而(心=(“)+(6：^(/)，于是 d’M， 这 
就表明 d 是 a 和6的最大公 因子. 证毕 • 

注记 （1) 我们在下节要证 明:若 F 为域，则多项式环 F[x] 
必为 PID， 从而都是 UFD. ' 

(2) 我们在下节还要证 明:若 尺为 UFD， 则多项式环 R[x] 也 
为 UFD， 特别地 Z[a;] 为 UFD. 但是 Z[x] 不为 PID ( 由2和 x 生成 
的理想不是主理想），这就给出了不是 PID 的 UFD 的例子 • 、 

读者是否还记得我们是怎样证明整数环 Z 为 PID 的？它是 
基于欧氏除法算 式:设 则每个整数 m 均可表示成 m =矿+ 
r, 其中 g6Z， 而 0<r<n. 这使我们想 到:能 不能找到一类环有类 
似欧氏除法算式那样的特性，从而使这种环均是 PID ? 下面是这 
方面一个成功的尝试 • 

定义 设 N 是非负整数集合•整环 R 叫做欧 氏整环 (简写为 
ED)， 是指我们能定义一个映射^ : i?—N 具有以下性质（叫做欧 

氏性质 h 

(1) p(:r) = 0 ㈡ ： r=0; 

(2) 对于 a , 尺，均有使得 a = 6g+r， 并且炉 

(r)<C(p(b). 

例 1整数环 Z 取〆 72) =卜 | ,则上述欧氏性质即为通常的 
欧氏除法算式.从而 z 为 ED. 

例2 对于每个域 F， 令〆 0)=0,而当 {0} 时， 
< p ( xX 易知 p 满足欧氏性质，从而每个域都是 ED. 

例3考查整环 zr/ 13 !]. 它的商域为 <2[/^] ， 在 

中定义〆 a+K/ 二 T)=a 2 +6 2 ，a，6e& 易知〆 

(p(x)=0 ㈡:?:=0; (p(a^) — (pia)(pi^) . 



如果 a^GZCy—ljjjS^O, 贝!1 /T 1 1]，令 

ctjT 1 =//+iV— 1 ， " ， vGQ. 

我们取《， t；6Z， 使得 e="—w 和 7 /== v~v 满足 IeI <1/2 ， I <1/2 
于是 

a = (3(u-\~vV~ 1) +/3(e + 〆 一 1). 

由于 和 + 均属于 ZG/ 117 !]， 从而 r = j 3 (e + 7j 

n / 77 !) 也屬于 Z [ vH 于是 G ，+ r ， 而 

99( r) = rjV ~ 1) = 99(/3) (e 2 + rf ) 

这就表明 p 限制在 Z[/=T] 上有欧氏性质.于是 ZG/^] 为 ED. 
最后我们证明 

定理 8每个 ED 必为 PID (从而为 UFD). 

证明设只为 E ： D ， p : N 是具有欧氏性质的映射.令 J 为 

R 的理想•如果^/) = (0)，由欧氏性质 (1) 可知/=(0)，从而是主 
理想. 如果 # J ) 关 (0) ，以 n 表示集合 〆 D 中最小正整数，并且取 
使得 〆 W =7?， 于是 b 判. 对于每个 J ， 由欧氏性质 (2) 可 
知有 g ’，6 i ?， 使得并且 〆 由于 a ，& ej ， 从 
而 r == a - bqeL 但是 n 是 〆 J ) 中最小正整数，而 cp { r ) ^ cpCD^cp 

(r)<w， 从而必然 p ( r ) = 0, 即 r = 0 , 于是 a = bq . 这就表明 J 是主 
理想(6)，因此尺为 PID. 证毕. 

习 题 

1. 设 K 为整环， a，66_R — {0}，a 〜6.求 证: 

(1) 若 a 为不可约元，则6也为不可约元. 

(2) 若 a 为素元，则6也为 素元. 

2 -设尺为 UFD，a，6，c 为 i? 中非零元素. 求征： 

(1) 〜 ( a ，6)[ a ，6]. 
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(2) 若 a |6 c ，（ a，W = U!jak 

3. 设 i ? 为 PID . 求证： 

(1) ( a ) fl (6) = ([ a ,6]). (右边表示由 [ a ，6] 生成的主理 
想)并且: （ a ) n (6) = ( a ) (6) ㈡ ( a ,6) = 1. 

(2) 方程在尺中有解(: ra ) 的充要条件是 U，W | 

C. 

4. 证明 Z [X] 不是 PID . 

5. 设 a 为主理想整环 D 中的非零元素.求 证:若 a 为素元，则 
D / U ) 为域; 若 a 不是素元，则 D /( a ) 不是整环. 

6. 证明 Z [/=^]是欧氏整环. 

7. 设 D 是 PID ，£ 为整环，并且 D 是£：的子环 . 

一 {0}. 如果 d 是 a 和6在 D 中的最大公因子，证明 d 也是 a 和6 
在 E 中的最大公因子. 

附录 2.4 高斯整数环与二平方和问题 

我们刚刚证明了环 z [ vq ] 是欧氏整环，从而也是主理想整 
环和唯一因子分解整环.在本附录中我们要深入探讨一 下：环 

Z [/^ T ] 中的每个元素 a +^/^ r ( a ，6 GZ ) 如何具体分解成不可 

约元之积？作为应用，我们还要用环2[/^]中元素分解特性解 

决初等数论中一个著名问题——二平方和问题.环 G=Z [/^] 
是高斯最早进行深入研究的，后人称它为高斯 整数环 ，而其中每个 

元素叫做高斯 整数. 

我们先来决定环 G = ZG /^ T ] 的单位群 (7( G ). 为此考查具有 
欧氏性质的范数映射 

f 

N : G N = {0 ， l ， 2^**} ， iV(<2 + bV 1) ==5 (a -|- b\/ — 1 ) 

U —与上节例 4 中考查环 z G /^] 的情形完全 
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类似地可知 ㈡ iVU +6/= T ) = a 2 +6 2 = 1•由 

此即知 : L /( G ) = {±1， 士 Z 11 !}. 

下一个问题自然是想决定出环 G 的所有不可约元(即素元）， 

设是环 G 中一个不可约元，考虑集合 S = { 正整数 n 

| 在环 G 中 a I w }. 由于 al ( a +6\/— l )( a —6 y ~1) ~ a 2 + Z ? 2 >1 ，从 
而 a 2 +6 2 6 S ， 即 S 是非空集合.我们以 tz 表示 S 中最小的正整 
数. 如果 n — nin 2 ( ni ， 6 Z ) ，由于 a 是0中素元，从而由 a | = 
_ 2 可知 d A 或者 a U 2 ，由此不难看出 〃 必然是有理素数(今后 
为了与 G 中素元相区别，我们把 Z 中通常素数叫 做有理素数) •这 

就表 明:环 G 中每个不可约元 a + A / 11 ! 都是某个有理素数 f 的 
不可约因子，所以，我们的问题归结为研究每个有理素数/>在环 G 
中如何分解成不可约元之积. 

引理1 每个有理素数 P 在环 G 中均是不超过两个不可约元 
之积.并且若 P = 7 TlK 2，（7 tl 7 C 2 为 G 中不可约元)贝 !] 

N(ki) — N(7T2> = p- 

证明 设 fi = 7 ri 7 C 2 … 7Vn 9 其中 7 T , 均为 G 中不可约元.等式两边 
取范数即知 P 2 ~P - p = mp )^ N ( m )- N (7 t n ). 但是 NU ) 均是 
大于1的有理整数.从而必然《<2.并且当 n = 2 时， NGn ) = 
N (7 r 2 )=A 证毕. 

根据这个引理，每个有理素数 P 在环 G 中的分解只有两种情 
形 :或者 p 在 G 中仍不可约，或者/ > = 7 r 7 r ， 其中兀和^是 G 中两个 
不可约元，并且 NU )= NG )= p ，这里^ 事实上是与 ； r 共轭的复 
数.那么，对于每个有理素数 h 如何判别 f 属于上述情形的哪一 
种呢？我们需要初等数论中关于二次剩余的勒让德 ( Legendre ) 符 

号设 f 为有理素数， a 是有理整数，并且 f 如果 a 是模户 

) 

的二次剩余，即存在有理整数 x 使得 x 2 三 a ( m O d /0 ， 则令^ ■卜 
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1. 否则便令 (責 )= -1. 我们在初等数论中已学过勒让德符号的 
以下性质： 

(1) 笔 a，b^：Z，p fa6, 则(^) = (^) (^)-换句话说••映射 


Cp ) : LT(Z P )=Z P —{0} —{±l} ， a(modp) — (|) 


是从厶的单位群 U(Z P ) 到二元乘法群 {±1} 的同态 • 
(2) 当是奇素数时， 


(T) =( — 1)¥ = 


1，如果户= Kmod4) 
_1，如果 3(mod4) 


现在我们来证明 

定理 1 设是有理素数， G^Zt；/^]. 

(1) 当时， 2=( l+f)(l— /)，而1 士/为 G 中不可约元 • 

(2) 当 pE3(mod4) 时，户为 G 中不可 约元. 

(3) 当 />El(mod4) 时， p=7ar， 其中 tt 和 ?r 为 G 中不可 约元. 
证明 首先我们注意一个事实:设 aGG. N(a) = <? 是有理素 

数，则像前面引理1的证明一样可知《必是 G 中不可约元.特别地 
] V (1 士 f)==2, 从而 l±t •是 G 中不可 约元. 这就证明了 （1). 

现在设 P 为奇素数，如果 P=7nr， 则 1^(7^ = 肌7：)=穸，令 


“+6^/ := T，则a 2 +& 2 =〆a，6eZ)易知 而 a 2 = -b 2 


(modp ). 于是 1 = 






1 


P 


，从而 /)=l(mod4). 因此当 />^3(mod4) 时，/>在。中不能 


是两个不可约元之积，从而 々本身 在 G 中仍不可约，这就证明了 


(2). 最后若 p = l (mod 4), 则= 1，即存在整数 a 使得 a 2 


l(mod/>). 于是 p|a 2 +1 = (a+y-T) (a—v~l)- 但是在 G 
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中夕 f ( a + V — l)^p [( a —•/—1). 因为 ~-$ G . 这就表明户不 

是 G 中的素元，即不是不可约元，所以必然 p = mc , 这就证明了 
(3). 证毕. 

例将 29— 2分解成 G 中不可约元之积. 

解 iV (29— 根据定理 1 知 
5 = (1+2^— 1)(1 —2/— 1) 9 13 = (2 + 3%/— 1) (2 —3 a /—1), 从 
而29—2/^的不可约因子只能是 li 〗/ 31 ! 和 2+3/^ T . 通过 
试除即知 29— 2/^=(2+37^) 2 ( — 1—2^1) (注意（一 1- 
之/ 117 !)和 1 + 2/=1 相伴). 

最后我们应用定理1解决一个初等数论 问题: 对于哪些正整 
数〜不定方程 72=: c 2 + y 有(有理)整数解 ( x ，： y )? 即哪些正整数 
”可以表示成两个整数的平方和？高斯把这个环 Z 上的问题放到 
更大的环0=2[/=1]上来 考虑: fx 2 +/ ^ NCr + y / 13 !) •所 
以，”能表示成二有理整数平方和的充要条件是 《 为某个高斯整 
数的范数.由此 得到： 

引理 2以 S 表示可以表示成二有理整数平方和的全体正整 
数组成的集合.则 

(1) 若? z ， m 6 S ， 则 nm ^ Yi . 

(2) 设户为有理素数，若 p =2 或者夕三 l ( mod 4)， 则 E ; 
而当 /^3( mod 4) 时，户泛 2. 

证明 （1) 若？贝 ! I tv = N ( o )， m = N ( j ])， a ，@ eG . 于是 
nm = Niaj 3)， aj ^ 2 ，从而 nmd 

(2) 2= = N ( l + v /_ ~ l ) = l 2 + l 2 ，若 p 三 1 ( mod 4) ， 则 p — TtK^ir 
是 G 中不可约元，从而 N ( k )= P ， 于是 pG S •最后，若户三3 
( mod 4) ， 由于对每个整数 w ， w 2 三 0 或 1 ( mod 4) ， 因此 o : 2 +/ 

(^?) ( mod 4 ) 无解，于是 x 2 + y 2 == p 也无整数解，即 > 芒 E . 证毕 • 

上面引理已经决定出哪些有理素数 /) 可以表示成两个有理 
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整数的平 方和. 现在我们对于任意正整数完全解决这一问 
题.下面定理中我们使用了符号 〆II 仏其含义是 〆 |/3,但是 c ^ 1 你 
定理2 设〃>2为有理整数.则 E 的充分必要条件 是:对 
于 w 的每个素因子户，如果 />=3( mod 4),^ 1| n ， 则 r 为偶数. 

证明先证条件是充分的•设72=抑…於是 n 在 Z 中的素因 
子分解式，其中 Pi ， …， p t 是彼此不同的有理素数，^>1(1<£< 
0•如果 A=2 或 A •三 l(mod4)， 则由引理2的 (2) 可知 /> r eS， 从 
而再由引理2的 （1) 可知抻•如果於三 3(mod4)， 由定理假设 
条件知 n 为偶数，于是於=(於 /2 ) 2 +0 2 ,从而也有抻 G 2. 于是 
每个於均属于2，再由引理2的⑴便知 n = p [ i …於6 

S. 

再证条件的必 要性. 设 S ，于是 n ^ N ( a + b /^ l ) = da + 

p 是 n 的素因子并且 p = 3 
( mod 4) .则 /> 是环 G 中的不可约元•令， || 6， 〆 || a , p x || (a + 

by /~ l ) 9 p s || ( a — 6 v ^ l ) ，易知 A = min ( r ,^) = s ， 于是 p^ +s || (a + 

^/^ T )( a — ft / 37 !)。/?， 而 A + s =2 A 是偶数.这就证明了条件的 
必要性.证毕. 


习 题 

1- 设为奇素数汐 = l ( mod4)， 如果 U，6) 是不定方程 x 2 + 
: y 2== 户的 一组整数解，则它的全部整数解为(: c，jy) = (±a，±6) ， 

(士 6, ±(2). 

2•将60和 Sl + Sv^ 在环 Z [/^]中分解成不可约元 
之积. 

• 3. 采用本附录所述方法研究下面初等数论问题 :哪些 正整数 
w 可以表示成 72=: t 2 +2： v 2 ? (其中 x , y eZ ) , 



2.5 多项式环 

我们在本节要集中介绍多项式环的各种性质.设 i ? 是任意 
环， X 是一个文字我们以 i ? Dr ] 表示集合 

只 [ 工 ] = {/( 工） =«0 十免 :^: + …+^^ 71 丨 a/ 6 R(0 ^ i ^ n^)n ^ 0} 9 

R [工]中每个元素 /( x ) == ao + aiX + …叫做 i ? 上(即系数属 
于 R 的)关于 I 的多项式 . ％叫做 / Cr ) 的常数项.如果 〜关 0,称 
〜为 /( x ) 的首项系数，并且定义 fU ) 的次数是72，表示成 degf = 
n . 如果〜 = 1，/ Ct ) 叫做首1多项式 . i ? Dr ] 中上述多项式 /( x ) 和 
多项式… +& T ” 相等，指的是对应系数均相等， 

在集合 i ? Dr ] 上自然地定义加法和 乘法: 对于 i ?[ x ] 中多项式 

m n 

fix ) = g ( x ) = X / ^ J xj 9 令 

i=0 >=o 

nmxCnun ) 

f ( x )+ g ( x )= ( a k + b k ) x k , (当々 > m 时令 a m = 0). 

是 =0 

n^rn _ 

f ( x ) g ( x ) = 2 c k^ k c k = ^ aibj . 

可直接验证尺 [ x ] 对于上述二运算形成环， ; 叫做多项式环， 易知: 
i ? [: r ] 为交换环 ㈡ i ? 为交 换环; R [: r ] 有幺元素 ㈡ i ? 有么元素.类似 
地可定义多个文字的多项式环，: r 2 ，…， x J ，并且 i ? [: r ] 可自 
然地看成是 i ?[ x ， y ] 的子环，等等. 

定义设 E 是环，尺是 £* 是子环. 

6 R [ x ]. 对于每个定义 

/( a ) = a 0 +aia + … + a „ a n G E (这是 £ 中运算 )• 

称 /( a ) 是 /( x ) 在 a 处的取值，或叫将： r = a 代入 /( i ) 而得到的 
值.如果/(幻=0,则称 a 是多项式 /( x ) 在环 E 中的一个根(或零 

占） 
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注记一个容易犯错误的地方是 :如果 E 不是交换环，则对 
于 a6£*，/(*r)，g(x) [: r]， 当 A(x)==/(x)g(:c) 时 ，/ i ( a )= f ( a ) 

g(a) 往往是不对的！这是因 为:仔 细考查多项式乘法的定义可 
知，在 i^r] 中文字: r 与 R 中元素是乘法可交换的，（按定义，对于 
r6i?， 多 项式工 和多项式 c 相乘为 x • c = cx) 而当代入 x==a 之 
后， cz 与 /(X) 和 g ( x ) 的诸系数不一定可交换.从而 /U)g(a) 可能 

不等于 Ma) ，例如取 J?=M 2 (Z)，A= G 9 G ^ ，/(x) =1 


+A,g-(x) = x ~ A 为 i?[x] 中多项式•则 

h{x) — f{x)g{x) — x 2 — A 2 


但是 


0 0 \ 




当然，若 E 是交换环，则不存在这样的问题. 

现在进一步谈多项式环的各种性质. 

定理1 若 R 为整环，则多项式环 i?[x] (从而 R [ x 19 •••，〜]) 
也是整环. 


证明 设 /(： r )， g ( x ) 都是 i?Dr] 中非零多项式.则 / U)= aQ 
+ ai ： r + … + a m ： r m ， g ( x ) = 6 。 + 61X + … + ZVC 71 ，其中 a { , b } 6 R ， a m 
★ Q ， b n # Q ， m ， n '^ Q . 于是 f ( x ) g { x ) — a 0 b 0 + ( aib 0 + a 0 bi )x + … 

+ a m b n x mj n ，由于 i ? 是整环，从而〜 6 „关 0 ,即 /( x ) gU ) 乒 0 ,因此 
尺 [ x ] 为整环.证毕. 

我们已经定义了非零多项式/的次数 deg /. 由于技术上的原 

因，我们规定 deg0 =— 00 ,并且（一 00 ) + (— 00 ) = — 00 ,（一 oo ) + 

n =(_ oo ) ，（一 co )<”( 对每个 « 6Z ). 

定理 2 设 R 为环，/(工），发(工） 6 尺[工].则 

( 1 ) deg (/+ gXmax ( deg /， degg ); 

( 2 ) deg / g < deg /+ deg ^ ； 

(3) 如果/或者 g 的首项系数不是 i ? 中 零串子 ，则 

degfg = deg/ + degg. 
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证明 留给读者自行验证.这里只想指出，在本定理前面的规 
定之下，此定理对于/或 g 为零的情形也是对的. 

定理 3若为整环，则 L/CR [: r])=L70?).. 

证明设 /( x ) e [/ cR [ x])， 则有 g u)e 机工]，使得 fix ) 
g(x) = l 由定理2的 （3) 可知 deg/+degg = 0, 从而必然 deg/= 
degg=0, 即 /=^ ，尽 =6 而 66 尺一 {0}，于是 a6=l,BP /(x)=a6 

U(R\ 反过来， i? 中的单位当然是尺 [x] 中单位.证毕. 

定理4 (欧氏除法算式)设 i? 为含幺环， /(x)， 貧 (x)ei?[x]， 
并且 g(x) 的首项系数是 J? 中单位.则存在唯一的 q ( x ) 9 rU)e 
JRM. 使得 /(•x*)=q r (x)g(：c)+K:c)， 并且 degr<degg. 

证明先证存在性，如果 deg《>deg/， 则取 q =0， r=f 即可. 
以下设 degg<deg/， 这时则 


/(工) 




0 


m 




并且由定理假设 . b m eU(R). 我们对 n=degf 


进行归纳.如果 ” = 0 ,则 m=0 , 于是 f=ao^R,g : =b Q ^lKR) 


时取 g=a 0 6 。 — 1 ， r=0 即可（注意 degr = dego = — oo <0 = degg ). 
现假设对于次数 <n — l 的 / 均存在欧氏除法算式，而 deg/=n. 
由于为 n 次多项式，首项系数为，因此 /— 
(a 九 if m )g(x) 的次数小于由归纳假设可知存在 q(x),r(x) 
勝 

f—(a n b~ l x n ~ m )g(x) =q (x)g(x) +r(x) ， degr<degg ， 令 
qix) —a n bm l oc n ~ m +q (x) 即可 . 

再证唯一 性:设 /= qig+ri=q 2 g+r 2 , degn < degg ， degr 2 < 
degg. 则 (gi—= — n. 由于 gO) 的首项系数是 _R 中单位， 
根据定理 2 的 (3 ) 可知 

degiqi —g 2 ) +degg=deg(r 2 —n )^max(degri , degr 2 )<degg. 
这只有在 deg ( 屮 一 g 2 ) = deg(r 2 — 7 ^) = —oo 时才能成立，于是 gi 

— 仍=0=^ — r 2 ，即奶=仍 ，n =厂2•证毕 • 
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定理 4 有许多重要的 推论. 首先，如果 F 为域，由定理1知 
F [ x ] 是 整环. 由于 F [: r ] 中每个非零多项式的首项系数均是 F 中 
单位，从而定理4中的算式对于 FO ] 中任意多项式/和非零多项 
式 g 均是存在的.如果我们令 

F [: r ]- iV ，/42 de ^^ 易验证9满足上节中所述的两条 
欧氏性质.这就证 明了： 

系1若 F 为域，则 F [>] 为欧氏整环，从而也为 PID 和 
UFD . 

系2 (余数定理）设 i ? 为含幺环， /( x ) eJ ? Lr ] •则对于每 
个元素6只，均有唯一的多项式 9( x )6 尺 [>] ，使得 /(: r )= g (: r ) 

( x ~ c )+ f ( c ). 

证明在定理4中取 — c ，则存在唯一的 K * r)e 
丑1>]和 q ( x )= ^ b k x k 6 !?[>]， 使得 

k=Q 

/( x ) — q ( x ) ( x ~ c ) + r ( x ), degr ( x )< deg ( x — c ) — 1. 

于是 r ( x )= r ^ R . 我们只需再证 r = f ( c ). 由于没有假定尺是交 
换环，我们不能将 x = c 直接代入上式，而要用定义计算 /( c ). 由 

7?— 1 

于 /( x ) = q { x ) (x — c )+ r =— b 0 c + ( r ~ b k c + b ^ x ) x k + x n 

+ r , 

从而’ 

n — 1 

f ( c )=— b 0 c + Z (~ b k c + bfr-i ) c k + b^i c n ~\~r 

k=Q 

71 

=— y ] b k c M + +r = 0 + r = r . 证毕. 

定理 5 设 i ? 是含幺交换环 • /( x ) ei ? M ， cei ?. 则 k 为 

/( x ) 的根 ㈡ ( X — c ) |/ Cr ). , 

证明 由定理 4 的系 2 即知. ， 

:由系2知 f { x )— q { x ) ( x ~~ c ) + /( c ) •，若 (: c 一 c ) | fix ) , 
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则有 W * r ) 6尺[工]使得 

h ( x)(x — c ) = fix ) — q ( x)(x — c ) + /( c ). 

由于假设 i ? 为交换环，可将 : T = C 代入上式即知/ ( C ) = 0，即 C 为 
/ Cr ) 的根.证毕. 

定理6 设 D 和£:均为整环， DGE 则对于每个多项式 
/ U ) eD [: r ]， 它在£：中至多有 n 个不同的根， 

证明设 Q ，…，^，…是 / Cr ) 在 E 中两两相异的根，由定 
理5可知 f ( x)=qi ix )( x — ci),qi ( x )6 E [: c ]， 由于 E 是交换环， 
从而 q ). 但是 c 2 / ci 而 E 为整环，从而 

qi ( c 2 ) =0，即 <yi ( x)=(?2 ( x ) (x — c 2 ) ，从而 fix )- qz ( x ) (工一 c 2 ) 

(x — Cl). 如此继续下去便知 g(X) = (：C — 0)(*2 ： — C 2 ) … 

整除多项式 /( X ) ，从而 mzdegg ^ deg /^ w •即 /( x ) 在 E 中的相 
异根数不超过 〃个 .证毕. 

注记定理6 中环£的交换性是不可缺少的.例如在实四元 
数体 H 中，多项式: r 2 + l 有多于2个根， 因为士 f ， 士 j ， 士々 均是它 
的根.事实上，易知 x 2 + l 在 AT 中有无穷多个根. 

n ■ 

定理 7设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域， /( x ) = 6 

i=0 

D [ x ]. 设是 / Cr ) 在 F 中的一个根，其中 c ， deD ， c # 
0，<5^0，(£：，^/) = 1，则在0 ^ c \ aoyd \ a n . 

证明由 / U )=0 可知 

n n-\ 

a 0 d n =— c 卜 1 ^ ~ f ， — a n c n — d ^] c l H 

i—0 

由 ( c ， d ) = l 即知 c | a 。 和 d \ a n . 证毕. 

例多项式 /( x ) =3: c 4 +6 jc 3 — 21 x 2 — 203 x — 462[:?:]的有 

理根只能是±1，± 2 ，± 4 ，± +，土音和±音.直接验证可知只有 4 

是 /(X) 的有理根. , 

重根问题 
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定义设 D 为整环， ceD ，/( x ) eD [: c ]， 如果 （X —c)1 
/( X )(即 Cr — c) w |/( x ) 但是 (X — c ) w +1 l / / (: r ))， m >2, 则称 C 是 
/( i ) 的重根并且重数为 m . 若 m = l ， 则称 c 为 /( x ) 的单根. 

我们在微积分中学习过复系数多项式 / U )= e 

2 — 0 

c[x] 的重根判别法 : 复数 c 是 /(X) 的重根 ㈡ /(r)-/(c)-0, 

其中 / Or ) = 6 C [ x ] 是 / Cr ) 的微商.这个结果可以推 

卜1 

广到任意整环 D 上.对于每个多项式/⑸=6 D [: r ]， 则 

2=0 

多项式仍属于 DDr ]， 叫做 /(X) 的形式微商.不难验证， 

通常的微商法则在这里仍旧适用，即若 / Cr )， g ( x ) e D [ x]，c e 
D , 则 

UfY = cf\ (/ 士 g)’ = 士 〆 ， 

(/ k )’ = f ’ g + fg ’ ， ( g n y = W〆 1 " 1 〆 (对于 1). 

定理 8 设 D 和 E 为整环， DG £：，/(： c ) 6 D [ x ]，★£：， 则 

(1) c 为 /(x) 的重根 ㈡ /(c)=/(c)=0; 

(2) 如果 D 为域，并且在 DM 中(/，/) = 1,则 / U ) 在 E 中 

没有重根. ' 

证明 (1) 设 Cr — c ) 讲"/( X )，则 fix ) = Cx — c ) m g ( x ) 9 g ( x ) 
6 E[_x ] ，茗 (c) #0 ， 于是 

/ (x) — mix — c)^ 1 g{x) + (jc — c) m g\x). 

如果 c 为 / U ) 的重根，则 m >2, 从而 f( c )=/(c)=0. 反之，若 
/( c )=0, 则 m ^ l . 如果 m = l ， 则/ / ( x ) =g{x) + {x—c)g ( x ) , 

是 /( c )= 茗 ( c ) 关 0. 因此若又有 /( c )=0, 则必然 m >2, 即 c •为 
/( x ) 的 重根. ， 

(2) 如果 D 为域，则 DDr ] 为 PID ， 所以当 ( y ，/) = l 时，有 

I 

/Kx) ， K:r)eDDr ]， 使得 • 


119 



f(x)h(x) + /(jo)k(.x) ― 1. 

如果 c 是 /( x ) 在 f ： 中的重根，则由⑴知 /( c )=/ W =0, 代入上 
式 x = c 得到矛盾:0 = 1，所以 / Cr ) 在 E 中没有重根. 证毕. 

高斯定理 

现在我们着手证明高斯关于多项式环的一个著名结果 :如果 
D 是 UFD ， 则 D [ x ] (从而 DDn ，…，: c „]) 也是 UFD . 我们首先引 

入 一 ^个概念： 

n 

定义设 D 是 UFD . 0 / fix) = ^ D [: c ] ，我们把 

i^O 

/( x ) 诸系数(在 D 中)的最大公因子 ( qa ，…， c „) 叫做 / Cr ) 的容 
置 ( Content ， 这是高斯本人起的名称），并且表示成 c (/). 作为 D 
中一些元素的最大公因子，可知 〆 /)是一个相伴元素的等 价类. 
如果 c (/) 〜1,则称 /( x ) 是 D [ x ] 中本原多 项式. 

对每个非零元素 G D ， 则 Wa 。 ，…， 而 ” ） 〜 d ( a Q ，…， ) 所以 
c(Jf)〜d • c (/) •特别地 : / Cr )= c (/) • gCr )， 其中 g :( x ) 是 D [ x ] 

中本原多项式. 

高斯引理设 D 为 UFD ， fix') ,g(x)e D [ x ] ，则 c (/ g ) = 
K /). c ( g )， 特别地， D [ x ] 中两个本原多项式的乘积仍是本原多项 
式. 

证明令 f=c(f)fi ， g = c ( g ) 幻，其中 A 和幻是本原多项 
式，则 

cifg) == c(cif)cig)figi) = c(/)c(g)c(/ig-i). 

因此只需证明力幻是本原多项式.令 

n m 

f\ = 2 Si = S bjX j , 

i =0 >=0 •• 

则 /lgi = ^c k x k 9 c k = 乏] a 丸，如果幻不本原， 

是 = 0 i^j=k 

则存在 D 中素元/?，使得 p \ c k (0 Kk <： m + n ). 另一方面，由于 /i 
本原， c (，） eU ( D ), 因此/> 于是有 5(0<5< n ) ，使得夕 k 
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1)， 而 p \ a s . 同样地有整数 使得 

1)， 而但是 

P I c^ t = a G b^- t + …+ aj-i btri-i + a s b t + a^-i bt ~-\ + …+ a^ho 

右边除了 aA 之外其余各项均可被整除，因此/> |义匕.但是 f 
为素元而 P 这就导致矛盾.所以 f lgl 为本原多项式. 

证毕. 

引理1设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域， / Cr ) 和 gU ) 是 D [ x ] 
中的本原多项式，则/〜 g •(在 D [: c ] 中） ㈡ /〜 〆 在 F [>] 中). 

证明是显然的，因为 D [ x ] 中单位也是 F [： c ] 中单位. 
s 设在 F [ x ] 中/〜 g ， 则 f = gu ， u 为 _ F [>] 中 单位. 但是 
L /( FDr ])= L /( F )= F — {0}，从而 关 0. 于是 

bg . 由于/和 g 在 D [ x ] 中本原，从而 c (/) 和 Kg ) 均是 D 中单位. 
因此 

c 〜(： • c (/) 〜 c ( xf ) 〜 cibg) 〜 b • c ( g ) 〜 b ， 

即 b = cv ， vGU ( D ), 但是 c /=%= c *^ 而 c /0, 于是 f = vg ， 这就 
表明在 DDr ] 中/〜证毕. 

引理 2设 D 为 UFD ， F 是 D 的商域， /( x ) 为 D [ x ] 中本原 
多项式并且 deg / 彡1 •则： /( x ) 是 D [>] 中不可约元 ㈡ / U ) 是 
FCr ] 中不可约元. 

证明 e ••若 f ( x ) 在 F [ x ] 中不可约，而在 D [ x ] 中 f [ x ] = 
g ( x ) h ( x ) ，其中 g ( x ) ，/ i (^:)6- D [ j :]. 由于 / 在 f ^ j ：] 中不可约，从 
而 g (： r ) 和 / i ( x ) 必有一个属 U ( F [ x ])= F —{0}. 不妨设 g ( x)==g 
6 F — {0}，于是[: c ] f ]( F —{0})= D —{()}• 从而在 D [ x ] 中 c 
( f>=g • c ( h ( x )). 由于/( X )在 D [ x ] 中本原，从而 1 〜 c(/)=g • 
c ( h ( x )). 于是 〆 x )= g 6 U ( D ) •即 / Cr ) 为 D [ x ] 中不可约元. 

七设 /( x ) 是 iXr ] 中不可约元，而在 F [>] 中 fix ) = g { x ~] 
h ( x ) ，其中 g ( x ) 9 h ( sc )^ F [ j ： J . 如果 gO ) 和 / i ( i ) 均不是 FCx ] 中 
单位，则 degg . degh ^ l . 于是通过将系数“通分”，，从而写成 
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g = 晋 〆 ( x ) ， h = -^ h \ x ), 

其中 a ，6， c ， c /6 I >—{0} ，而和 h f ( x ) 均为 D [: r ] 中本原多项 
式.于是由于/在 D [ x ] 中本原，因此在 D 中： 

bd 〜 bd • c (/) 〜 cibdf ) 〜 c ( jicg f h f 、 〜 ac , 

从而在 DO ] 中 f 〜 g f h ’ • 但是 deg〆 = degg > l ， deg // = deg / i ^ l , 
这就与 / 在 D [ x ] 中不可约相矛盾.证毕. 

现在我们可以证明 

• 高斯定理 如果 D 为 UFD ， 则 D [: r ] (从而 DU ， …，: cj ) 也 
是 UFD . 

证明 先证 D [ x ] 中素因子分解式的存在性.设0关 /(: r )6 
D [ x ] 如果 deg /=0, 即 /( x )=/6 D -{0}. 由于 D 是 UFD ， 从而 
f 在 D 中为有限个不可约元的乘积，而 D 中不可约元也是 D [ x ] 
中不可约元(为什么？），从而/表示成 D [ x ] 中有限个不可约元的 
乘积. 以下设 deg /> l . 于是，其中 c ( f )6 D ， A 为 
DDr ] 中本原多项式，并且 deg /! = deg /> l . 由于 D 为 UFD ， 从而 
K /) 或为 D 中单位，或者 K /)=^ cr ” c m ， m > l ， dD 中不可约 
元.于是 c , 也是 DDr ] 中不可约元.为了分解 // a :)， 要利用 D 的 
商域 F . 由于已知 F [: r ] 是 UFD (定理4的系1)，从而 / 2 U ) 在 
FM 中有分解式 

fi ( x)= z pi * •••/>”** 在 _ F [: c ] 中不 可约. 

每个 W 均可写成 

Pi =, piix ) ， a ,，6;6 D —{0} ，丸 ( x ) 为 D [: c ] 中本原多项式. 

由于在 F [ x ] 中 Pi 〜 pt ， 从而 A 为 F [>] 中不可约元，根据引理2， 
A 也是 D [ x ] 中不可约元•令 a = ai •••/?„ 

关0,则从而 6/^ a / h …久（这又回到 D [ x ] 中）•由 

于 f ， P \，，、 Pn 均为 D [ x ] 中本原多项式，可知 b 〜 cibf ) 〜 c ( ap ]_ 
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… A ) 〜 a ， 于是这就 得到： 

f ( x )= c ( f)fi = wc m ( upi ) p 2 •••/>„， 若 c (/> ^ U ( D )； 
fix ) = icif ) up x ) p 2 … p n ， 若 c ( f )6 U ( D ). 

从而 / Cr ) 表示成有限个 DCr ] 中不可约元之乘积. 

现证分解的唯一性，设 / Or ) 是 DCr ] 中正次数非本原多项式， 
则 / U ) 在 DDr ] 中素因子分解有如下 形式： 

f = WCmpVpn ， m > l ，72> l ， 

其中 q ， pj 均是 D [ x ] 中不可约元，而 c , gd —{ o},iArfrf q 为 D 中 
不可约元， degp } >1 ( 如果 deg /- 0，或者/本原，则在下面证明中 
分别取 n =0 或 m =0 并将证明作微小修改即可).由于九是 £)[ x ] 
中不可约元，从而必然为 D [: c ] 中本原多项式，于是… 
Cm, 如果/( X )在中又有分解式 

/ = dr.-dwq” 

其中忒为 D 中不可约元 ，％ 为 D [ x ] 中正次数的不可约元，从而 
为 D [ x ] 中本原多 项式. 则又有 cdfhch … d r . 因此 crU … 
么(在 D 中). 由于 D 为 UFD ， 于是 m = r ， 并且必要时改变一下诸 
di 的下标之后，在 D 中可得 c * 〜4( l 《成 m ) ，因此在 DEx ] 中也 
有 c : •〜忒于是在£)[工]中 

p\“ ， p n 〜 qn. 

由于两边均是 D [: r ] 中本原多项式（高斯引理），由引理1知在 
F [ x ] 中(又用到商域 F !) 也有外 … p n 〜qi ••• qs . 但是 F [ x ] 为 
UFD ， 而由引理2知 p { , qj 均是 F [: r ] 中不可约元，从而 n = s 并且 
必要时改变一下 g _； 的下标，我们在 F [： r ] 中有 A 〜力从 
而又由引理1知在 D [ x ] 中也有 A 〜这就证明了 
D [ x ] 中素因子分解式的唯一性.证毕. 

高斯定理的证明给出 D [： r ]( D 为 UFD ) 中求元素 /( x ) 素因 
子分解式的一般原则:先作分解 /(： T ) = C (/) • /1<»，其中<：(/) 
是 /(X) 诸系数在 D 中的最大公因子，而， U ) 为 DDr ] 中本原多 
项式. 如果 c (/) $ l /( D ) ，则求出 c (/) 在 D 中的素因子分解式 c 
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(/)=rn， 如果 deg/i = deg/> 1 ，则将分解成一些不可约 
多项式之乘积则 f ^ v . Cmpvpn 就是/在 DO] 
中的素因子分解式. * 

于是我们又面临一个 问题: 如何将 DO] 中一个本原多项式 
分解成一些不可约多项式之积？作为第一步，我们首先应当 解决: 
如何判别 DO] 中的一个多项式是不可约的？对于一般的唯一因 
子分解整环 D， 这个问题是很困难的.作为本节的结束，我们向大 
家介绍关于多项式不可约性的爱森斯坦 (Eisenstein) 判别法. 

定理 9 设 D 为 UFD，F ⑴=公以为 D[x] 中本原多项 

z = 0 

式， deg/>l. 如果户是 D 中不可约元，使得 

p\a n 、 p\ai(0^i^ ： n—l) y p 2 \a 0 , 

则 /(x) 为 DO] 中不可约多项式. 

证明如果 /( x ) 在 D [ x ] 中可约，则… 
+6。6 D[x], degg=r^ 1 ， /i (x) = c s :c s + … + c。G D[_x~], degh=s^ 
1 •由于 /> ，从而 p 但是户 U =6 0 c 0 , 从而 p j 6 0 或者 
c 0 , 不妨设/>|6 0 ,于是 /^c 0 ( 因否则便与 /> 2 \ ao = b 0 c 0 相矛盾)•由 
于 /Cr) 在 D[;r] 中本原，由高斯引理知 g(:r) 也在 DO] 中本原•因 
此存在々， 1<々<K〈 tz )， 使得户|6:(0<£<々一1)但是他.考查 
/(x) 的系数 

a k = b 0 c k + bi c^-i H - h bk~\ C\ +b k c 0t 

由于1<々<〜从而 p\a k . 另一方面，上式右边除了 之外其余 
诸项均可被户除尽，于是 P\b k c 0 . 而这与户 [co , p \b k 相矛盾.所以 
/(x) 在 D[x] 中不可约.证毕. 

例 1 /(:c)=2x 5 —6:r 3 +9:c 2 — 156Z [: c]， 取 , 由爱森斯 

坦判别法即知 /(：r) 在 Z Dr] 中不 可约. 

例2 /(x，：y)=：y 3 +工 2 ：y 2 + 工 3 ：y+i6 只[工，: y]， 其中尺为任 

意 UFD. 由高斯定理知 i?[*r，：y] 也是 UFD， 而工是 jD [: c] 中不可约 
元.将 /U，30 看成 CRDr])[3；] 中元素，则/是本原的•取 D = 

I 
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[工]，户 = 工， 由爱森斯坦判别法即知 f { x ， y ) 为 尺[：?:，30中不可约 
元. 


例3 /(工)：？- 1 .：^- 2 +… +： c+iez [: r ]， 其中户为任意 
素数•则 / Or ) 为 Z Dr ] 中不可约多项式. 

解令 g (: r ) = /(: r + l ) ， 则 g ( x)^Z [: c ]， 由于 /( x ) 在 Z [: c ] 
中本原易知 gOr ) 也 本原. 为了证明 / Cr ) 不可约性，我们只需证明 
g (. r ) 在 Z Dr ] 中不可约即可(为什么?) . 由于 


g ( x ) = /0+ 1) = 


( x + iy-i _ x p + i~i 
(x + 1) ~ 1 — x 


三 x ^ 1 (mod 夕）， 


可知 〆 X) 的诸系数中除了最高项系数为1之外，其余系数均为/> 
的倍数 • 又由于 g " Cr ) 的常数项为 g (0)=/( l )= p ， 它不被 〆 除 
尽. 利用爱森斯坦判别法即知 g ( x )( 从而 / U )) 为 Z Dr ] 中不可约 
多项式. 


习 题 

1. 如果 D 为整环但不是域，求证 D [: r ] 不是主理想整环. 

2. 试决定环 ZDr ] 和 2[ x ] 的自同构群. 

3. 如果 C 。 ，…， Q 是整环 D 中两两相异的72 +1个元素，本， 
…， d n 是 D 中任意 7 Z + 1 个元素，求证 

(1) 在 DDr ] 中至多存在一个次数 < rz 的多项式 / U )， 使得 

f(Ci) = 山 (0«?2). 

(2) 如果 D 为域，则 (1) 中所述的多项式是存在的. 

4. 2 x +2 在 Z [ X ]和 Q [ x ] 中是否为不可约元？ 

W + 1 在 J ?[ x ] 和 CLr ] 中是否为不可约元？ 

5•设 D 和 £ 为整环， D ^ E . /( x ) 6 Dlx ] ， c 是 / ( x ) 在 £:中 
的一个根.利用形式微商你能给出一个办法来决定根 c 的重数吗？ 
6. 设 F 为域， /( deFDr ]，^ ，…， c m 是 / Cr ) 在 F 中两两相 
异的根，并且根 c : 的重数为 A ;. 求证 Ai + … + A w < deg /. 

7•设 f ^ Ui x { ez Lr ] 为首1多项式，户为素数，以 E 表示 a 

t 
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6 Z 在环的自然同态 Z-^Zp =Z/pZ 之下的象，而令 J ( x ) = Tjaix 1 

•求证 

(1) 如果对某个素数 P ，7 U ) 在厶[ X ]中不可约，则 / Cr ) 在 
Z [ x ] 中不 可约. 

(2) 如果 /( x ) 不是 Z [ x ] 中首1多项式，试问 （1) 中结论是否 
成立？ 

8. 设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域 ./ U ) 为 D [ x ] 中首1多项 
式. 求证: / U ) 在 FDr ] 中的每个首1多项式因子必然属于 D [ x ]. 

9. 设尺是含幺交换环./⑴=6尺[工].则 

1=0 

/ eWi ? Dr ]) ㈡ (尺），并且化，…，〜均是幂零元素 • 

10•设 fix) = G Z [x], deg/ = n. 如果存在素数户 

i=0 

和整数 / K 0<々< n )， 使得 

p \a n ,p\a k ,p\ai —l),^ 2 \a 0 , 

求证 / U ) 在 Z O ] 中必存在次数的不可约 因子. 

11. 将乂_1(3<72<10)在 Z [: r ] 中作素因子分解. 

12•设 D 为整环， /( x ) 6 D [ x ], ceD , g ( x)-/(x + c)G 
£)[>]. 求证： 

(1) / O ) 在 D [: c ] 中本原 ㈡〆 : r ) 在 D [ x ] 中本原. 

(2) /(: c ) 在 D [ x ] 中不可 约 ㈡〆 : c ) 在 D [ x ] 中不 可约. 

13. 设 F 为域，试问 F [ x ] 中哪些理想是素理想和极大理想？ 

14. 设 /(x) 是 QDr] 中奇次不可约多项式， a 和/?是 /(i) 在 g 
的某个扩域中两个不同的根，求证 a +^ Q . 

15•设々为域， /Ol ，工 2) 和 gixi ， X 2 ) 是 k [_ Xi ，: c 2 ] 中两个互素 
的多项式，求证在 A 的任意扩域中 f ( Xi ， X 2 )=0 和 g (： Ci ， X 2) = 0 
均只有有限多公共解 ( A ， x 2 ). 

16•设 i ? 为任意环.定义集合 

/ 

oo 

尺[[工 ]]= { ^]a n x n | a n 6 R(n = 0 ， 1/2 ,…） } ， 

n=0 * 
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每个元素叫做只上关于 I 的 形式幂级数. 定义 

71=0 

l]a n x n + TibnX 71 = E(a„ +b n )x n , 

( Ha n x n ) ( J]b n x n ) = 'Zc n x n , 

其中 c „= E a 也 ( w =0， l ，2, …)•求 证: 

i + j =^ 7 i 

(1) 尺[[工]] 对于上述加法和乘法形成环，叫做环尺上关于 : T 

的形 式幂级数环. 

(2) 若尺有幺元素1，则1也是 i ?[ Dr ]] 的幺元素.若 i ? 为交 
换环，则巩 Dr ]] 也是交换环. 

(3) 多项式环 J ?[ M ] 自然看成是如>]]的子环. 

oo 

⑷设尺是含幺交换环， /( x ) = [[: r ]] ， 则： 

n=0 

fix) e t/(i?[[x]]) ㈡ a。e U(R). 

(5) 若％在 i ? 中不可约，则 / Cr ) 在 J ?[ Dr ]] 中不可约. 

17. 设 F 为域，求证 

(1) 环 F [[ x ]] 只有一个极大理想 M ， 并且 F [ Dr ]] 中每个理 
想均有形式姥(《=0，1,2,…），其中规定 M °= F [[ x ]]. 并且当 n 

时， 

(2) F [[ x ]] 为主理想整环(从而为 UFD ). 

18. x + l 是否为环 Z [: r ] 和 Z [[ x ]] 中单位？ x 2 +3 x +2 是 
否为 Z [ x ] 和 Z [ Dr ]] 中不可约元？ 


2.6 域的扩张 

本节开始介绍域的基本知识.主要讲域和它的扩域之间的基 
本联系.它们之间的更进一步的性质，则属于域的伽罗瓦扩张 
理论. 

定义设 K 和 F 均为域，如果 K 是 F 的子域，则 F 叫做 K , 

的扩域或 K 的扩张，并且常把这样一对域记成 F / K . 

1 
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设 F / K 是域的扩张， S 是 F 的一个子集.则 F 中包含 K US 
的最小子域叫做 S 在 K 上生成的域，表示成 K(S)， 而 F 中包含 
KUS 的最小子环则表示成 K[S]. 如果 S={ Ml ，…， 〜} 是有限集 
合，则 K(S) 和 K[S] 也分别表示成 K( Ml ，…，〜)和 K[ Ml 
并且称域 KU ，…，〜)是 K 的有限生成扩张.特别当 S=U} 时， 
域 KU) 叫做 K 的单 扩张. 也 说成: K( w ) 是在 K 上添加 K 的某扩 
域 F 中的元素 m 而得到的 扩域. 显然 K ( u ) = K ㈡^^兄关于域 
的扩张我们有诸如 

K(ui 9 u 2 ) = K(mi)(u 2 ) = K(u 2 )(ui) 9 

这样一些容易理解的事实(虽然严格证明还是颇费文字的). 

如果 L 和 M 都是域 F 的子域，则 L(M)=M(L). 我们将它叫 
做域 L 和 M 的合成域，表示成 LM( = ML ) ，它是 F 中包含 L UM 
的最小子域. 

我们可以将上述扩域和扩环写成明显形式. 

定理1设 F/K 为域的扩张， M ，叫 6F，S^F.：r， 不为彼此不 
同的 文字. KM，K[ x 5 ，…， xj 为多项式环.则 

( 1 )K[w] = { f ( u )\ f ( x ) e K[x]}, 

K[wi r*SM„] ^ {/(% ，…， I f(x” …， xj € 

K[s] = {/(Wi ， …， 〜） I /(X" …， xj 6 K[xi, — ,x n ], 

ui ，… ，〜 6 S 9 n ^ 1}. 

(2) K ( u ) = { fiu )/ g ( u ) I f ( x ), g ( x ) 6 K [_ x ], g ( u ) #0}， 

KXm" …， m„) = {/(“i ，…， 〜） / 幺(吣 ，…， w„) I 

f^g G K[xi , — ^ 0} , 

K ( S ) = {/(Ml ，…， aWa ，…， I 

f^g G K[xi ，•••，《„ G S, 1 

g(ui r m ^ u n ) 0,72 ^ 1 •广 

(3) 对每个此 K[S] (域 K(S))， 均存在 S 的有限子集 S 7 ，使 
得 (或 KO). , 

证明 （1) 以 K[«] 为例.证明等式右边为环，并且是包含 K 
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和“的最 小环. 其余证明相仿. 

(2) 以 K («) 为例•证明等式右边为域，并且是包含尺和^的 
最小域 • 其余证明相仿. 

(3) 若 t ；6_ K [ S ]， 由 （1) 可知有 n ^ 1, ui , u n G S 9 

/( xi , — , x n )6 K [ xi ，…， x „]， 使得 ，…， m „) •取 S / = { m 1 , 

•••，〜}即可•对于 veKas ) 的情形可类似 证明. 证毕. 

定义 设 F / K 是域的扩张•元素 叫做 K 上的代数元素 

(或叫在 K 上代数） ，如果“是 K [>] 中某个非零多项式 的根; 反 
之，如果 w 不是 K [: r ] 中任何非零多项式的根，则称 w 是尺 上超越 
元素 (或称 u 在 K 上超越) •如果 F 中每个元素在 K 上均代数，则 
称 F 是 K 的代数 扩张; 反之，如果 F 中至少有一个元素在 K 上超 
越，则称 F 是 K 的超越扩张. 

例1 K 中每个元素 m 均在 K 上代数，因为它是多项式: 

€ K [ x ] 的根. 

例 2设 在 K 的某个子域 iT 上代数，则由定义易知“ 
在 K 上 代数. 

例 3 /= T ，％， e ^ Gz 为正整数)均是 Q 上代数元素，它们分 
别是 GM 中多项式 d +1， I 3 — 2和1的根.另一方面，可以 

OQ .1 

证明 7 T 和 = 均是0上超越 元素. 研究哪些实数或复数是 

有理数域上的超越元素，是数论的一个分支——超越数论的主要 
研究课题. 

例 4 设 K 为域，则，…，: r „] 是 整环. 它的商域表示成 
K { x \ ，…，: c „) ，则 

K(x 19 — 9 xJ = {/Cr " …， A)/〆 。 ， … ，工 „) | 

J\g G K \_ xi ^^, x n ~\,g 7^ 0}. 

称 KXx !， …， 为域 K 上关于文字 Xl ，…，心的有理 函数域 ，其 
中每个元素 // g 叫做有理 函数. 不难看出 ， K (：n v . • ， a ) 中每个文 
字％都是 K 上的超越元素•事实上， KQnK 中每个元 
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素都是 K 上的超越元素(习题 )• 因此 K ( x 19 -, x n )/ K 是超越扩 
张. 

定义设 F / K 为域的扩张，则 F 是域 K 上的向 置空间 •我们 
以 [ F : K ] 表示向量空间 F 在 K 上的维数，并且今后将它叫做是 
扩张 F / K 的 次数. 当 [F : K ] 有限时，称 F/K 为有限 (次) 扩张 •而 
当 [F : K ] 无限时，称 F/K 为无限 (次) 扩张 • 

定理 2设 PV £，£：/ K 为域的扩张，则 

(1) [F ： K]=[F ： E][E ： K ]； 

(2) F / K 为有限扩张 ㈡ F /£： 和 £/ K 均是有限 扩张. 

证明 先设 F / E 和 E / K 均是有限扩张 • 令: 

[£: K ]， 则向量空间 F 有一组£：-基1^，…， w m ; 向量空间 E 有一 

组 K - 基％，…，％•像通常线性代数中所作的那样，易知 U % 1 

是向量空间 F 的一组 K - 基于是 [F : K]=mn = 
[ F : E ][ E : K ]. 如果 F /£ 和 E / K 均为有限扩张，则由上述等式 
即知 F / K 为有限 扩张. 反之，若 F / E 和 E / K 至少有一个是无限 
扩张，则类似可证 F / K 为无限扩张，并且定理中等式两边均为+ 
OO . 证毕. 

下面两个定理刻画单扩张 • 可以看出单超越扩张和单代数扩 
张的明显 区别. 

定理 3设 F / K 为域的扩张，并且 W 为 K 上超越元 
素，则 

(1) 存在着域同构并且^在 K 上是恒等自 
同构. 

(2) K ( u )/ K 是无限(超越) 扩张. 

证明 ⑴作映射 (J : K [ x ]-^ K ( m ) ,/( x )^/( m ). 易知这是 
环的同态，由 M 在 K 上超越可知 ( T 是单射 • 从而 a 是环的嵌入•根 
据第3节便知 a 可扩充到 K [* r ] 的商域 KU ) 上，即存在域的嵌 

入： • 
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a - K(x)~^K(u) 9 ^ 

gyoc ) 


f(u) 

g(uY 


其中 /(*3：)，尽0)61^|>]，《(工)7^0(从而尽(^)#0)_ 由定理 1 中对 
于 KU ) 的刻画可知 a 是满射，于是 c 事实上是域 K ( i ) 和 K ( M ) 的 
同构，并且对于 a 6 K ， 显然 ^( a )= a . 


(2) 只需证明{1，心“，•••〆，…}是1<：-线性无关的.用反证 
法:如果它们在 K 上线性相关，则存在 n>0 和不全为零的元素 
c。，Ci ，•••，<：„ 6 K， 使得 Cq + CiM + … + c „ m " =0. 这相当于说 M 是 
K[x] 中非零多项式 C0+QX+ … +GX” 的根，与 M 在 K 上超越相 
矛盾. 因此 KU)/K 为无限 扩张. '由于 M 在 K 上超越元素，所以 
KU)/K 是超越扩张.证毕. 

定理 4设 F 是 K 的扩域 ， M 6F， 并且1/在尺上代数.则 

(1) X( M )=K[m ]； 

(2) 存在唯一 * 的不可约首1多项式 /(*r) [: c]，deg/>l， 

使得 /(w ) = 0，并且 K ⑷兰 K[x] //U) ) • 

(3) [KU) : K]= tz ， 其中 n = degf . 从而 K ( u)/K 为有限扩 
张.并且 U， m ，《 2 , …， m ”— 1 } 是向量空间 K( m ) 的一组 K- 基. 

(4) K( M )/K 为(有限)代数 扩张. 

证明 （1) 和 (2): 考虑环的同态 

(7 : K \_ x ] K [_ u ] g ( x ) -*■ g ( u ), 

这是环的满 同态. 由于 M 在 K 上代数，从而存在 07^g(x)6 
KDr]， 使得 g( W )=0. 因此 g ( x)e Kera . 从而 Ker^(0). 但是 
Kem 是 KDr] 的非零理想，而 K [: r] 是主理想整环.因此存在0关 
/(x)6K[x]， 使得 Kere/U))， 并且如果假定/(I)为首1多项 
式，那么多项式 /(x) 就是唯一决定的.由于 a (l) = l^ 0 , 即1茫 
Kem， 从而 (/(x)) 是 K [: r] 的真理想， g 卩 deg/^1. 由同构定理可 
知 K [: r]/(/(x)) 空 K[ m ]. 由于 KU] 为整环(它是域 F 的子环）， 
从而 K[>]/(/(:r)) 为整环，于是(/⑴）为 iC[>] 的素理想，从而 
/⑴为 K[:r] 中不可 约元. 这又推出（/(I) ) 是 K[x] 的极大理想， 



因此 KDr ]/(/( x )) 是域.从而 KM 是域.由于 Kb ] 是整环 Kb ] 
的商域，从而 K [ m ]= KU ). 

(3) kx m )= k [ m ] 中每个元素均有形式 gu )， g ( x>exM 
利用 K [: T ] 中除法 算式： 

g { x ) = q { x ) fix ) + Kx ) ， g ( x ) ， r ( x ) G Kt ： c ] ， degr < deg /. 

则 ？-( x )=6 o +& i *3：+ … +〜- ix n _1 ， n = degf , •将 x=w 代入 

上式并由于 /( m )=0, 可知尽 ( m )=6 0 +6 1 m + … + W _1 ，这就表 
明 KU ) 中每个元素均可表示成1，《^ 2 ，*"，^ 1 的1<：-线性组合. 
我们再证 1 ，以“，^ 1 是线性无关的.如果存在 a。， …， e 
K 使得 ao + aiM +. w + a ”-】 w n_1 =0,令 h ( x ) — a 0 + ai * r +.“+ a„-i 
，- 1 ，则 AOc ) 6 K [>]. 并且 Mm ) =0,即 h ( x ) e KerGr ) = ( fix )), 
从而 /( x ) \ h ( x ). 但是 deg /= w > deg / i ， 于是 / i ( x ) = 0 ，即 a 。 =々 = 
- = ^^=0, 从而 l ， u ， …， ur 1 为 K - 线性无 关的. 于是它们为 
KU ) 的一组 K - 基，并且 [ K (“） ： K ]= n . 

⑷如果是 K 上超越元素，由定理3知 K ( v)/K 是 
无限扩张.由于 KU )2 K ( i ;)3 K ， 所以 K ( u )/ K 也是无限扩张， 
这与 (3) 中结论相矛盾.从而 KU ) 中每个元素都是 K 上代数的， 
即 KU )/ K 为代数扩张.证毕. 

定义定理4中不可约首1多项式 /( x ) 是由 K 上代数的元 
素《所唯一决定的.将 / Or ) 叫做是 M 在《：上的极小多项式.它可 
以刻画为： 

(1) /( x ) 为 K [ x ] 中首1多项式，并且/(幻=0. 

(2) 如果 g ( x)e K [ x ] 并且 g ( u ) =0,则 fix ) I g ( x ). 

定义设 u 为 K 上代数元素， /( x ) 是^在冗上的极小多项 
式， deg /= W > l ) .则《也叫做 K 上的 n 次代数 元素. 

例 fix ) =« r 3 — 3 x _ 1是 Q [ x ] 中不可约多项式.设 w 是 
/( x ) 的一个实根（实系数奇次多项式必有实根).由于 / Or ) 为 
GU ] 上不可约的首1多项式，并且/(幻=0,从而/(工)也就是 u 
在 Q 上的极小多项式(为什么?) . 于是 e / 为2 .上3次数代数.而 
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{1， m ， w 2 } 是 2( w ) 在! 2 上的 一 组基比如说，为了将 m 4 +2 m 3 +3 G 
e (“) 表示成 i ，〃， v 的 G ■线性组合，我们用除法 算式： 

工 4 +2 工 3 +3 = (x + 2)(x 3 -3x-1) + (3x 2 + 7x + 5), 
从而 u 4 + 2u 3 + 3 = 3u 2 +7u + 5. 又如， （3 m 2 + 7 M + 5) -1 也是域 
0(幻中元素，从而也应当有 

(3 m 2 +7u + 5)~ 1 — a 0 +a!u + a 2 u 2 (a { 6 Q )- 

于是 

1— a\u + ao)(3z/ 2 + 7 m + 5) = 3a2« 4 

+ (3<2i + 7a 2 )u z + (3a 0 + 7aj + 5a 2 ) u 2 

+ (7 a 0 + 5 ai )m + 5 a 0 

=(3a 0 + la\ + 14a2)M 2 + (7a 0 + 14ai + 2iaz)u 
+ (5a 0 + 3<2 i + 7a 2 ) ， 

从而 

^ao +3ai + 7a2 = 1 

^ 7 a 0 + 14 ai + 24 a 2 = 0 
-3 a 0 + 7 ai + 14 a 2 = 0. 

由此解出(如，〜冲）=(28/111，一26/111，7/111).从而 

(3 u 2 +7 u +5 r l =^-^ u +^ u 2 . 

定理 5 (1) 域的有限扩域必是有限生成代数扩张. 

(2) 设 KU ， …， 〜)/ K 是有限生成扩张，其中 

在 K 的某个扩域中，并且均是 K 上代数元素，则 K( Wl ，…， M J/K 
是有限扩张(从而是代数扩张). 

(3) 若“是域 F 上的代数元素， F / K 为代数扩张，则 M 在 K 
上也是代数 元素. 

(4) 设 F / E 和 E / K 为域的扩张. 则: F / K 为代数扩张 ㈡ F /£ 
和 E / K 均是代数扩张. 

j 

证明 （1) 设 F / K 为有限扩张，令 [F : K }= tz . 对于 F 中每 
个元素 a ，则 l f a 9 a 2 9 - 9 a n 在 K 上必然线性 祠关. 即存在不全为 
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零的 c 。， Cl ，…，使得（。+(： 1 (2 + 山+(： 7 ^=0.于是 f ( x )^ C 0 
+ ci ： r + … + C〆 为 K [ x ] 中非零多项式，并且 /( a ) =0. 这表明 F 

中每个元素 a 均在 K 上代数，从而 F / K 为代数 扩张. 

另一方面，如果 F # K ， 则有元素 u 士 F — K . 于是 [ KU ) : 
X ]>2. 如果 K ( Ul ) ^ F , 则又有《 2 6 F - K ( Wl ), 于是 [ K ( Wl ，处) 

: K ] = [ X ( Wi , m 2 ) - KCuOXKCuO : KJ >2 - 2=2 2 .— 般地，如 
果 6_ F — K ( Mi ，…， M 卜 1 ) ， 则 [ K(Wi ，…， Mm ) : K ]> 

2%但是 [ KU ， …，…）： K]<[F : K ] = ；2, 从而必然存在某个 
m ， 使得 KU ，…， 〜 ）= F ， 即 F / K 是有限生成扩张. 

(2) 考虑域的扩张塔 

,W2)G … OC(Mi ， … ， M m ). 

由于的在 K 上代数，根据定理4可知 ICUD / K 是有限扩张•由 
于的在 K 上代数，从而也在 KUD 上代数，于是 KUnwVK 
(叫） 也是有限 扩张. 继续下去，一直到 K ( u 19 …，，…， 
n ) 也是有限扩张.再由定理2即知 KU ，…， tO / K 为有限扩 
张. 

(3) 令 /( x )= < r n + cif 1 +… + c„-i j :+ c „ 是 u 在 F 上的极 
小多项式 ， G 6•则 w 在域 K ( Cl ，…， c „) 上代数，从而 
K ( ci w )/ K ( ci ，…， c „) 是有限扩张 • 另一方面，由于 F / K 为 
代数扩张，从而 F 中元素^， …， c n 均在 K 上代数，由 （2) 即知 K 
( Cl ，…， c „)/ K 为有限 扩张. 于是 Kh ，…， g ， m )/ K 为有限扩张， 

由 (1) 即知这是代数扩张.于是〃在 K 上 代数. 

• (4) 若 F / E 和 E / K 均是代数扩张，则 F 中每个元素 w 均在 

E 上代数.根据 (3) 可知《在 K 中也是代数的，这就表明 F / K 是 
代数扩张.反之，若 F / K 是代数扩张，则易知 E / K 和 F / E 均是代 
数扩张. 证毕. 

我们在群和环的研究过程中曾经充分使用了群同态_和环同 
态.现在设/ : K - F 是域的同态，则 Kerf 为 K 的理想 • 但是 K 
只有平凡理想 (0) 和 K . 从而 Kerf = K 或者 Ker /=(0). 即/为零 
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同态 (/OO = (0)) •或者 / 为域的嵌入，从而/: K —/( iO 为域 
的同构. 

设 E / K 和 F / L 为域的扩张， a : K 二 L 是域的同构，试问何时 
cr 可以扩充成 E 到 F 的同 构？ 换句话说，是否存在域同构 

二 F ， 使得^ | k =(7? 现在我们对于单扩张的情形回答这个问题. 

■ 

定理 6 设 (7: 是域的同构， M 和 t ； 分别属于 K 和 L 的 

某个扩域.如果 

(i ) “和^分别是 K 和 L 上的超越 元素; 或者 
(ii ) w 在 K 上代数，并且 m 在 K 上的极小多项式为 /( x ) = 
6 K [ x ] ，而 z ; 是多项式 ScKg 6 L [: r ] 的根•则 < 7 可扩充 

成域的同构 KUIXLCt ;) ，并且它将 M 映成 T ；. 

证明对于情形（丨），先将 ex 扩充成环的同构 a : K [: rtL 

% 

4 

[ x ]， S / vr %： Ec 7( r „)?， 再扩充成它们商域的同构 KUXXL 
( x )， A / g —(7(/0/(7( g )， 其中 h , g ^ K \_ x ], g ^0. 另一方面，定理3 
给出了域同构 p : K ( xJXK ( u ) 9 (p ： L ( xXXL ( v ) 9 < p ( x ) — u 9 ( p ( x ) 

•于是扣 yT 1 •• L ( t ;) 是域的同构，和并且对 

于每个 ^ 26 /^， 0 ^ _ 1 (^)=扣(£ 2 )=^(“），即 是 (T : K 二 L 的扩 

充 • 

对于情形 （ii ) ，易知 af = Ha { r n ) x n 是 t ; 在 L 上的极小多项 
式.于是定理4给出了 同构： 

(p ! Ktx ]/(/ IXK [ M ]= KU )， g h ^( m )， 

<p 1 L [工] /( cr / I ^ LM = L ( z ;) , h ^ hiv ). 

另一方面，易知 0 : X [ x ]/(/)— LM / Ca /)^ H-a ( ㊀ 为域的同 

) 

构.于是我们有域的同构 1 : KUX ^ L ( v ) ,< p 09 l ( u ) = < pdG ) 
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=0 Cr )= t ;， 并且卿 — 1 是 (7: KI ； L 的扩充•证毕. 

系 设£：和 F 均是 K 的扩域， w6E ， z ；6 F ， 并且《和幻均是 
K 上代数元素，则下列二条件 等价： 

(1) «和 z ; 在 K 上有相同的极小多 项式； 

(2) 存在域的同构^ : KiuJZK ( v ) ，使得并且 p 在 

K 上的限制是 K 的恒等自同构. 

证明 （1)^(2): 在定理5中取 K = L ， a 为 K 的恒等自同构 

即可 • 

(2) X 1) :设 M 在 K 上的极小多项式为 / U ) = 

KM,HO / Cr ) 为 K [>] 中不可约首 1 多 项式. 并且 0 = /( m ) = ；S 
kiU 1 作用史之后，得到 

从而 w 为 / Or ) 的根.由于/( X )为 KO ] 中不可约首1多项式，从 
而它也是^在 K 上的极小多 项式. 证毕 • 

我们在前面已多次谈到 “ K 的某扩域 F 中元素 m 为 / U)G 
KDr ] 的根”，自然 要问： 对于域 K 和 KDr ] 中次数>1的多项式 
fix ), 是否存在 K 的扩域 F ，使得 fix ) 在 F 中有根？答案是肯定 
的. 

定理7设 K 为域， f ( x)e K [ x ], deg /= n > l ，则存在 K 的 
单扩张 F = K ( M )， 使得 

(1) mGF 是 / Cr ) 的根； 

(2) [ K ( m ) ! K ]<?7, 并且 [ K ( m ) : K]=w ㈡ / Cr ) 在 K [ x ] 中 
不可约； 

(3) 如果 /( z ) 在 K [ x ] 中不可约，则域 F = K ( M ) 不计同构是 
唯一决 定的. 

证明 （1) 设 /i (« r ) 为/(工)的一个不可约因子，贝！ l(/i (工)) 
为 KM 的极大理想.从而 F = K [ x ]/(/! ( x )) 为域.另一方面，考 

9 

虑域嵌入 K [ x ] 与正则同态 7 r : K [ x ]— Klx ]/(/ i ) 的合成 
m : K -^ K \_ x ] / (/ i ) = F . 由于 ; o7 ( l ) = l #0, 从而抓不是零同态， 
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于是 7 T (7 为域的嵌入.通过 7 HT 可把 K 看成是 L 的子域，令 7 T (： r)= W 

6 F ， 则 并且从而 / U ) = Ojp M 

e F 为 / U ) 的根.于是 m 是 K 上代数元素，因此 KU ) = XM = 
F . 

(2) 由定理4知 DKU ) : K ^^ degASdeg/^n •并且 [ KU ) 
: K]=n ㈡ /!=/ ㈡ /( x ) 在 K [: r ] 中不可约. 

(3) 如果 Kk ) 是 K 的另一个单扩张，并且 Z ； 是不可约(首 1) 
多项式 fix ) 的根，则 /( x ) 是 u 和 t ; 在 K 上的极小多项式.由定理 


6的系可知存在同构 (7: K ( uIXK ( i ;)， c 7 U )= t ;, 并且^在 K 上为 
恒等自同构.证毕. 

我们把域 KU ) 叫做是将多项式 /( x )6 K [: r ] 的一个根 M 添 
加到域 K 中而得到的扩域.可以想象，如果不断地作这样的添加， 
即将在于 K 上代数的所有元素均添加到 K 中而得到扩域 KM 
么由定理5可知域 K 具有如下的性质: （1) K / K 为代数扩张 .（2) 
设 m 在 K 的某个扩域内，并且 M 在穴上代数，则 ueK . 

定义 设 K 为域.如果^是尺的某扩域中元素，并且^在冗 
上代数，则必然就称 K 是 代数封闭域. 

设 F / K 为域的扩张.如果 F 是代数封闭域，并且 F / K 为代 
数扩张，则称 F 是 K 的代数闭包. 

例 如:我 们在第三章中要证明复数域 C 是代数封闭域.由于 C 
中有在 G 上超越的元素，即 C /(2 不是代数扩张，从而 C 不是 Q 的 
代数闭包.事实上， C 中在2上代数的全体复数形成 C 的子域，它 
是6的代数闭包 • 


习 题 

1. 设 F / K 为域的扩张，是 K 上奇次代数元素.求证 

/ 

K ( u )= K ( u 2 ). > 

2. 给出域扩张 F / K 的例子，使得 F = K ( u ， v )， u 和 t ; 均是 K 

_ 

137 



上超越元素，但是 F ^ K ( x ^ x 2 ) ( KCtma ) 表示 K 上关于两个 
文字 A ， x 2 的有理函数域). 

3•设为素数，求扩张 (2(# )/0 和2(# /8 )/2 的次数. 

4. 求元素 a 在域 K ： 上的极小多项式，其中 

(1) a—j2~\~ V3"Q ； 

(2) a-V2+y3,K=e(y2 )； 

(3) a - V 2+ y 3, K = Q ( V 6). 

5. 设《属于 K 的某个扩域，并且《在《上代数.如果 / Cr ) 为 
u 在 K 上的极小多项式，则 /( x ) 必为 K [>] 中不可约多项式.反 
之，若 /( x ) 是中首1不可约多项式，并且 f ( u ) =0,则 /( x ) 
为 m 在 K 上的极小多项式. 

6. 设 m 是域 K 某扩域中的元素，并且 x ”一 a 是 M 在1<上的 
极小多项式.对于 m | rz ， 求在域 K 上的极小多项式. 

7. 设 F / K 为域的代数扩张， D 为整环并且 KGDGF ， 求证 
D 为域. 

8. 如果^是尺上关于文字心，…，: r „ 的有理函数（即 mGK 
(:"•••， x „)) ，但是求证 u 在 K 上超越 • 

9. 设 K 为域，求证: r 在域 KU ) 上 代数. 

10. 设 m 是多项式: r 3 —6: r 2 +9: r +3 的一个 实根. 

(1) 求证[2(。 : QJ =3； 

(2) 将 w 4 ，( w + l ) - 1 ，( m 2 —6 m +8) _1 表示成 1， M ， M 2 的6■线性 
组合. 

11. Sw ^ xVU + l )， 试问 [ SOr ) : Q ( u )] = ? 

12. (1) 设 F / K 是域的扩张，求在 K 上代 
数}为 F 的一个包含 K 的子域(称作 K 在 F 中的代数闭包). 

(2) 设 F / K 为域的扩张， F 是代数封闭域.贝! 1(1) 中的域 M 
是 K 的一个代数闭包. 、 

13. 写出二元域 Z 2 -Z /2 Z 上一个2次不可约多项式 f ix ). 
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将 /( d 的一个根添 加到厶 中，写出域 Z 2 ( M ) 的全部元素以及它们 
的加法表和乘法表. 

14. 设 M / K 为域的扩张， M 中元素 m ， t ； 分别是 K 上的 m 次 
和”次代数元素. F=K(u) ， E=K(v). 

(1) 求证 [ F £: 

(2) 如果 (m ， 72) = l ， 贝 IJ[FE : K]=mn. 

15. 关于域 K 的以下四个命题是等 价的： 

(1) K 为代数封 闭域； 

(2) KO ] 中每个次数>1的多项式在 KDr ] 中均可表示成一 
些一次多项式之乘积； 

(3) KDr ] 中每个次数>1的多项式在 K 中均 有根； 

(4) /( x ) 为 K [: r ] 中不可约元 ㈡ deg /= l . 

16. 设 /( x ) 是 K [>] 中多项式， deg /= n > l . 求证存在 K 的 
某个扩域£，使得 [E : K ]< n ! ，并且 / U ) 在 EU ) 中分解成 r / 个 
一次多项式之积. 

17. 设 F 为域， cGF ， 户为素数•求证 c 在 FO ] 中不可约 
㈡ : c 在 F 中 无根. 

18. 设 F 是特征 f 域， p 为素数 

(1) 求证:/― x — c 在 F [ x ] 中不可约 ㈡ / 一 x — c 在 F 中 
无根. 

(2) 如果 charJ ^ O , 试问 （1) 中结论是否仍旧成立？ 

19. 设 F 是特征不为2的域，求证 F 的每个二次扩张均有形 

式 K (‘) 9 aGK . 如果 charF =2, 则结论是否成立？ 

20. 设 K = 0(«) 为 Q 的单扩张，其中 a 在0上代数.求证 
| Aut ( K )|<[ K ：(2]. 

> 

附录 2. 2对称多 项式/ 

> 

设 i ? 为环， G = AuKJ ^ Xi ，…， x n ]) 表示多绩式环 _ R [ x ! ，…， 

139 



的自同 构群. 对于任意环 只， 决定群 G 是件不容易的事情.但是 
G 中有些元素是不难发现的.以 S „ 表示 n 次对称群，8卩 { 1，2，…， 
4的全部置换形成的群.对于每个，定义 

/(工1，…，: cj 卜 /( Xyl ) ，…，：?： 〆 „) )• 

易知％是环 i ? D ^ i ，…， x „] 的自同构.令 

S = {矜丨戊6 sj ， 

则2是 G 的?? 丨 阶子群(卿 r =% ，私^ zpr 1 )• 

一般地，对于 G 的任意子群 H ，令 
/?[%，…， xjHy / O ! ，… ， X „)6 i ?[ Xl ，…， x „] U /^/， 对每 
个忐 H }， 

则这是 机工1 ，…， x „] 的子环，叫做，…， x „] 的 H 1 固定子环. 
古典不变量理论的最基本课题是 :给了 G 的子群 ff ， 如何决定环 
RLxir -. xJn 的结构？现在我们对于来解决这个问题， 
即我们来决定环 i ? C^i f …， T „] s . 

定义 i ? Dn ， …，中元素 / U ， …，〜）叫做环1?上关于 
a ，…， ：£•„ 的对称 多项式 • 换句 话说: 多项式 / Oi ，…， x n ) 6- R[^：i 5 
…，^]叫做对称多项式，是指对每个 jes „，/( a ，…，仏）=/ 

( 工 (j(l) ， ••• ，工 <x(n) )• 


环 i ? 中每个元素显然属于 R [ A ，…，: T „] s . 除此之外 ，若 R 是 
含幺环，则还有以下一些对称多 项式： 


( 7 ! — X\ 


+ … +X„，(72 = 



S 



XiXjXk , ••• 


C7«— 工1工2…工” • 


我们将^，•••，〜叫做基本对称多项式.说它是基本的，是因 
为有下述 结论. 


定理设 i ? 为整环 • Rlx l 9 … ，心 ; ] s = RU , …，仏].换句话 

f 

说，整环 i ? 上关于 A ，…， x n 的每个对称多项式均是基本对称多 
项式的多项式. 
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证明显然尺[»3：1，…，工„] £ 31?[(71，•••，％]•反之，若 /(Xi ，…， 
A) 是对称多项式，即属于/? [: ^，…，《2：„]2•令 deg/=m ，将/展开 

成/ = /。+/1 +… +/ m ， 其中力 为/的6次齐次部分，即力是/ 
中全部6次单项式 之和. 对于力中每个单项式 G …心 (aeR 
— {0}， z ’] ，…， i n ^0 9 ii + …+4 =々)和每个 cr 6 S n ，( j ( aj ^ — xj ») = 

axih) …应当是/中的一项，从而必然是 A 的一项.由此可知 

a 必将 h 的诸项作了一个置换，这就表明〆力 ） =力，即力也是 

对称多项式从而我们只要证明 每个力 均属于只[^， 

…， a„] 即可. 为此，我们在所有是次单项式之间引进“字典序”.即 

对两个不同的单项式 a=a^ … 4* 和^3=6对 •••☆ (其中 a，bGR 

— {0} ，…，，…，…+4=久+…+入=是），定义 

a>/3 ㈡存在 — 1，使得 &=71，.，.，1=乂，但是 i 5+1 > 

# 

)5+1 • 

例如: •不难看出这种序具有以下性 质:设 
M 和 M 2 均是 s 次单项式， N，]^，JV 2 均是 r 次单项式，则 

(1) M l > M 2 =^ M 1 N > M 2 N ； 

(2) M 1 > M 2 , N 1 > N 2 => M 1 N 1 > M 2 N 2 . 

考虑齐次对称多项式 af 1 # …义”， O0. 由于 a: 的最大单项 
式显然为… a ， 从而由 （1) 和 (2) 即知〆1…4中的最大单项 
式为 


x d l+d2 ^... +dn x d 2 +^+d n • 

现在设^ 1 …：^是 /* 中最大单项式， ad ?—{0} ，由于为对 
称多项式，可知 Ai>A2>m>A „. 由上述可知与 ad A 2^- A 3 … 

，…，％]有相同的最大单 项式. 从而新的多项式 
fk — acA 1 ~ X2 (jir-i~ kn ai n 中的最大单项式就要小一些.重复这个过 
程，可知经有限步之后 ，力 就可表示成 A ， …，％ 的多项式，并且系 
数属于 i?， 即/ 4 6尺[仍，•••，〜]•证毕. 

注记 （1) 这个证明事实上对于任意环 i? 均有效.换句话说， 
对于任意环 i?， 定理结论仍然 正确. 不过当为整环时，每个对称 
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多项式 /( 工1，…，工 n ) 6只[工1，…，心]表示成，…，的多项式 

时，其表达方式是唯一的(习题 3). 

(2) 由定理证明还知道，将6次齐次式允表示成^，…， 〜的 
多项式时，此多项式中每一项均可取成是:^，…，: T „ 的 
k 次齐次多项式，即纟1+2纟2+…+故„=々. 

(3) 定理的证明是构造性的，即定理本身给出了将对称多项 
式 /(^ i ，…，^)表达成&，•••，〃„的多项式的一种具体方法.但是 
当 deg / 很大时，一般说来，在定理指导下采用待定系数法更方便 
些. 

例考虑(齐次)对称多项式 4+4+4+ xl 根据定理它为 

^的多项式(系数属于 z ). 由上面注记 (2) 即知 

% 

Xi+X2 + 工 3+ 工 4 == 级 7|+6^<72+ 印 1(73+ 叔 + 时 4 ."(*)， 

其中 a ， b ， c ， d ， e^ ： Z. 取(: Ci ，…， o ： 4 ) = ( l ，0,0,0) (从而 cri — 1 ^^2 — 

代人 （* ) 式即知 a = l . 再取 — 
0,0),(1，1,0,0)，（1，1, —1，一 1),(1,— 1,一 1,0)，可依次算出 d 
=2,6=—4,^=—4, c =4. 于是 

x\+ x\-\~ x\~\r x\ — a\— 4af ^ + ^o\az + 2ol ~~ 4(X4. 

习 题 

时，将 2 :表示成基本对称多魂式的多 

Ki < j < k^n 

项式. 

2•令 A = JJ (xi — Xj ). 

(1) 求证 A 2 为 JT” … ， x n 的对称多项式. 

( 2 ) 对于?2= 3 ,将 zi 2 表 7 K 成(71，口2，。3的多 项式. 

3.设，•••，〜属于域 K 的某个扩域 F ， 称〜，•••，〜在 K 上 
是代数无关的，是指不存在，…， A ) G , K [ X 1 ，…， x „] ，使 
得 /( a ! ，…， ; 

(1) 求证，…， : c „ 的基本对称多项式 fTi ，…，在 K 上是代 
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数无 关的. 

(2) 如果 i ? 是整环， f ( xi ，…，是，…，: c „] 中的对称多 
项式，求证/表示成^，…，的多项式的方法是唯一的. 

(3) 求证 K ( xi , •••, x „)/ K (( ji »…， ct „) 为代数 扩张. 并且 [K 
(: Ci ， … ， x„) : K(ai r m ^G n )'] = n\ 

71 

4. (牛顿恒等式)设& = 2] W ，求证对每个1，2，…， 

2 = 1 

S k —ai S 卜 1+02&—2*” + ( _ 1) 卜 1 灸一 1& + ( — 


附录 2. 3代数基本定理的一个证明 


代数基本定理是 说:每 个次数>1的复系数多项式必有复根. 
(从而《次复系数多项式恰有〃个复数根(重数计算在内）），或者 
说成是代数封闭域. 

代数基本定理有许多个证明,并且所有的证明都要用到数学 
分析中的某些事实，我们这里介绍的一个证明也不例外，要利用以 
下几个引理 • 

引理1 每个奇次实系数多项式必有实根，大家知道，这一事 
实由连续函数的中值定理推出. 

引理2 复系数2次多项式的根均是复根. 

证明 证 / U ) 为 C [: r ] 中2次多项式，不妨设 / U ) 是首1 

2 2 

的，即 /(•3：) :=:: 工 2 +01：+^9,0：，/?6〔.由于/(：?：) : =( < 2：+|) 


我们不妨设 f ( z ) = z 2 — r ， rec •令 1，取 


之0 


士 



f Va 2 +b 2 + 
2 




Va z +b : 


，若心0; 



Va 2 +b 2 + 





，若6 < ()• 


直接验证 A 和^为 z 2 — r 的两个复根.证毕. 
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引理 3 每个次数>1的实系数多项式 gU) 必有复根. 

证明设 g(x)6U[x]，degg=rf>l， 令以=2~，2 fg， n ^ O , 

我们对 n 用数学归纳法.当 n=0 时， g (: r) 为奇次实系数多项式， 
由引理1即知 gCr ) 有复根.以下设令: n ， …兩为 g(x) 在 
R 的某个适当扩域中的全部根.我们的目的是证明必有某个 a € 
C. 为此取任意一个实数 c ， 令 

Jij = Xi + x j + cx i x J ( l ^ i ^ J ^ d ). 

G{x)— II ix~yij )=x m + g\ + … + g w 

(xi ，…， A) ， m ^2 n ~ l q { d + l ) . 不难看出 ygi^Xi ，…，: r d ) 是 Xi ，…， 
Xd 的实系数对称多项式，从而 g,(xi，-*,Xj)Gl?[cTl ，…，心]，其中 
CT1 ，•••，〜为 XW d 的基本对称多项式(附录 2) 但是 

g(x) = X d — (Tl + 仍： 1^ 2 —…+ ( — l) d (7d 6 只 [ 工]， 

因而 ( XI ，…， CTddt . 于是沿(工1，…兩) Gli(l«7n). 从而 G(x) 
6M . 由于从而 2| c/=2V 于是2 fW+1) …而 degG- 
2-^W+l). 由归纳假设便知 GCr) 有复根换句话说，我们有 
i(c) 和〆 0( 均与 c 有关)，使得 

yi(c) .j(c) 工 i'(c) + 工只 <:)+ l(c) ^j(.c) 之 C G C* . 

由于指标集合 Kz’，)）} 是有限的，而实数 C 可任意取，从而必然有 C 

丰 C’ ， 0(/011 ，使得 

i(c) = i(c ’） = r ， j(c) = j(c) = s. 

于是便得到 

Xr+Xs^ CXrX s — Z c 6 C ， X r + X s + C’XrX s = Z c ' C, 

由此及（，(： / 61?，<：7^<： / 可知；+;，：^ 5 60于是 

h(x) = x 2 — {x r ~{-x s )x + XrX s G C[x]. 

根据引理2, a u) 的两个根均是复根，这就证明 x r ， x s ec . 证毕. 

9 

最后我们证明代数基本定 理:设 /Or) 4 YjC ^ e CDr]， 

i=0 
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degy > l . 令，其中 b 表示 G 的共轭复数•令 gCr ) 

7=0 

=-f(x)f(x). 易知容( 0 ：)=云⑴，从而 g ( x ) eRLxl 根据引理3, 

存在 a 6 C ， 使得 gU )=0, 于是 a 是 / U ) 或者 7 U ) 的复根，从而 

复数 a 或者^■是 fix) 的根.证毕. 

£ 

附录 2.4 可以三等分角吗 

——圆规直尺作图的代数背景 

自从欧几里德的〈几何原本〉 ( 公元前一世纪)奠定平面几何公 
理基础以来，关于尺规作图问题就流传着以下的“古代三大难题' 
1•(三等分角问题）能否用圆规直尺三等分任意角？ 

2. ( 倍方问题）给了任意一个正立方体，能否用圆规直尺作 
出一条线段，使以此线段为一边的正立方体的体积是给定正立方 
体体积的二倍？ 

3. (正多边形问题）对于任意正整数 能否用圆规直尺 

作出一个圆的内接正 n 边形？ 

这些问题早已(肯定或否定地)解决了，但是仍然在耗费一些 
不明原委的现代人的 精力. 在这个附录里，我们试图阐明尺规作图 
问题的代数含义，用我们刚刚学过的域论知识指明哪些几何图形 
可以由圆规直尺作出，而哪些则不 可能. 特别地，我们要证明用尺 
规三等分任意角是不可 能的. 然后在习题中请读者解决第二大 
“难 ”题. 至于第三“难”题是高斯彻底解决的，需要用到域论的进一 
步知识 —— 伽罗瓦理论. 

历史上，将几何与代数有机联系起来的首先是笛卡儿.他将平 
面上的点对应于 复数. 为此，需要在平面上指定一点0作为原点， 
过 O 的两条相互垂直的直线为实轴和 虚轴. 再指定一个长度作为 
单位1•于是平面上每点都可表示成复数 2：= x +^ yi ， 其中 x 和： y 分 
别是该点的实坐标和虚坐标.基于此，平面上全部点构成的集合和 
复数集合 C 是一一对应的，这是平面解析几何的起点，也是我们 

9 
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研究问题的岀发点. 

一个平面几何作图问题，前提总是给了一些平面图形，例如给 
了 一些点、直线、角和圆等等.但是，一条直线由其上两个不词的点 
完全决定，一个角是由其顶点和每边上取一点共三点所决定，一个 
圆由圆心和圆周上一点所决定，所以平面几何作图问题的前提总 
可归结为给定了 n 个点即 n 个复数 A ，…，^ e C (当然还有 Z 。 = 
1). 同样地，尺规作图过程也可看作是利用圆规和直尺不断得到一 
些新的复数.所以问题变成为:给了一批复数 A =1， Q ， …，％ 和 
Z ， 能否从 ☆ = 1，^，… ，心出 发利用尺规得到复数 Z . 如果能够，那 
么这个尺规作图问题就是可解的.否则就是不可解的. 

尺规作图究竟有多大本领？它们的本领不外乎 是:通 过两个 
不同点画一 直线; 以已知点 o 为圆心和另两个已知点的距离为半 
径 画圆; 再由如此画出的直线与直线、直线与圆、圆与圆相交得到 
新的点.然后再如此反复地作下去. 

所以我们作如下的递归定义： 

定义设 S=U = 1， A ，…， &} 是 n +1 个 复数. 我们将 

(1) ，…，2：„ 叫做 S * 点； 

(2) 过两个不同的-点的直线叫 S - 直线，以一个 S - 点 A 为圆 
心、以任意两个 S - 点之间的距离为半径画岀的圆叫 S - 圆. 

(3) 由 S -直线与 S -直线、 S - 直线与 S - 圆 、 S -圆与 S -圆相交 
得到的点也叫 S - 点. 

这是一个递归定义，即从 (1) 出发反复利用 (2) 和(3)，就得到 
全部 S - 点、 S - 直线和 S - 圆.这个递归定义完全刻画了尺规作图过 

程.如果我们以§表示全部 S ■点构成的集合，那么§也就是从 S 
= 出发通过尺规作图所得到的全部复数.所以 

问题又归结为 :如何 由集合 S 刻画集合§? 

引理 1 设 2 = 0 ：+^=“ ec ， 以 Z 表示=的共轭复数. 

j 

a ) 若 ： e §， 则 
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(2) §是（： 的子域 

(3) § 对于复共轭运算和 vf 运算是封闭的，即若=6§，则 i 

es,v^es. 

证明 a) 若 z=x+i^es. 过点 z 作实轴和虚轴的垂线(这 
是可用尺规作出的），其垂足分别为点: r=U，0) 和必=(0,30.于 

是 xe 孓以原点0=(0,0)为圆心，0和 3/i 的距离 bl 为半径画圆 

与实轴交于点 （士 >0)==±3；，从而 ye§. 同样地， o 与2的距离为 

res . 最后，以0为圆心以1为半径画图与射线 Oz 交于点#，因 

此〆 e§. 

(2) ^,z=x+yi 9 2：’=: c’+yi 均属于 §• 由⑴知 x ， x ’，3/，： y ’ 
6 S . 于是由简单的尺规作图可知 ^:士/ ，: y ±/6§， 从而 z ± z ’ = 
(xiA + b 士： /) i 6§. 另一方面，若 z = re ^ 9 = 属于§，由 
(1) 知 r , 〆 ，#， 〆 €§.于是 e i ( 〜 〕 6§(用尺规可作任意二角之 
和），并且 r / e § (如图 1:令 A =(0， r ),_ B =( l ，0)， D =( r ，，0 ).S 
D 作的平行线与虚轴交于 C ，则 C = ( 0， r〆 )） ，从而一 6 §.最 
后若 z = re ^ e §, 之乒0.则 r ^0, r € S . 用类似于图3的办法可知 

i/res. 从而厂 1 =jre-^es. 这就表明§为域. 

(3) 若 z=:c+：yi6§ ，则: c，±：y6§， 从而 z=x~yi^S. 最后， 

若§，则 r ，# 6 §• 从而 S (如图4:令 OA 和 OB 长度 
分别为1和1 +〜以 OB 为直径作圆，过 A 作垂直于 OB 的直线与 

圆交于点 C， 则 AC 长度为 1) 又有# /2 6 §(尺规可作角的平分 

S 

參 

线），从而 7^=V^ /2 es 证毕 • 

根据引理1，々=1，々，…， &e§ ，&… ，并且§为域，于 
是§包含域^ 
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Fj = 0( 之 1 ，…， 之„，之1 ，•••，％)• 

对于 C 的每个子集 A ，记 Z 

\[A = {4a I a 6 A) , A = {a I a G A}. 

oo 

F 2 =F 1 (/K), F n =FH(/K7)，F = \J F n . 



图 3 图 4 

易知 F 为域.由引理 1 知 § 对于 f 是封闭的，从而凡 G §， 于是 

F £ S . 为了证明 F 3 S 成立，我们需要 
引理 2 (1) F^-F^ypU); 

(2) F 对于和复共辄运算是封闭的- 

证明 a) 2 (^/F^riVF^7)=— = 

f \( v ^ rVF^u … u / K ) •但是 ，从而 

3/ F 『 i 3—3/ F 7. 于是。=巧(/^7). 

(2) 若 aei 7 , 则(对某个 n )， 从而 V ^ eF „ +1 ，于是 ‘e 
F. 另一方面， =2(2^ ，…， a ，…， 之„) = Fi ， 从而 F 2 = Fi 

( VF ^)= F l Q / F \)= F 2 . 归纳即可证得对每个 n > l 均有 F n ^ F n . 
从而 F = F . 证毕. 

注记 事实上， F 是 C 中包含仏并且对于封闭的最小子 

域， F 也是 C 中包含 Q (2： i ，…，心)并且对于、/^和复共轭运算封闭 
的最小子域. ^ 

定理 1 F=§. 
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证明 只需再证即要证每个&点均属于 F . 由递归定 
义出发点為= 1 ，々，•••，％这些 S - 点显然均属于 R 现在假设两个 
不同的 S •点 q = x q + 3 ^ 和々=々+ 3 ^已经属于 F . 由于 F 对于 
复共轭运算封闭，从而工。 — 于是 x 0 , y 0 ,xi ,^1 ^ 
F . H z 0 9 Zi 的直线方程为 < 2 * X ‘+ 63 ；= C ， 其中 

a = yi — y Q , b =— (xi — x 0 ), c = x 0 (3^1 — ： yo) _ > ( 工 1 — 工 0 )• 

由于 F 是域可知 a 同样地，以; 2 ：。为圆心，之长为半 
径的圆的方程为 

Brt (x~x 0 ) 2 + (^― ^o) 2 = r 2 . 

即 

x 2 +y 2 +dx~\~ey+f — 0 , 

其中 一 2 x 0 , e=— 2 y 09 r 2 = (xi ~x 2 ) 2 + (yi — 3 ^ 2 ) 2 > f=xl + 
yl—r 2 . 如果 Zj=Xj+yj\ 均属于 / 也属 

于 F . 

设 or + 6 ： y = c ， 是两条不同的 S - 直线，并且 a ， 6 , 
c ’ aW / eF . 如果它们相交，则由克莱姆 ( Kramer ) 法，则易知对 

于交点 x + iy , x ，： y6F ， 从而 x + 3 ^ 6jF (注意 F 2 ^ F ). 

类似地，若 a : c + 6 ； y+c = 0 为 S ■直线， x 2 +： y 2 + c/x + ^ y +/= 0 为 
S 圆，并且诸系数 均屬于 F . 如果它们相交，将前一方程代入后一 
方程可得到^满足一个二次方程并且系数属于 F . 由于 F 对于 

厂 封闭，可知 AK 同样 : reF ， 于是交点 x + yieF . 最后，设 V 
- {~ y z + dx ~\~ ex ~ {- /= 0 和 x 2 ~\~ y 2 -\~ d r x + ex ~\- f f ~ 0 为两个不同 

的圆，诸系数均属于 F . 如果它们相交，则交点也是其中的一个圆 
和 s - 直线 W —</): c + 0 —/)： y +(/—/" ho 的交点，从而交点也 
属于 F . 综合上述，便知归纳定义给出的全部 S -点都属于 F . 这就 

证明了 于是 证毕. 

为了使用上的方便，我们需要 F (=§) 的另一种刻画方式. 
定义 设有一个域的扩张序列 , 

K^K(ai)^K(ai ， a2)G … ， … ， a„)[C ， 
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如果，…，仏）(0<£<^—1)(这相当于说，序列中每两 

个相邻域之间都是1次或2次扩张)，则称它为-序列. 

定理2设 S = {:^，…， = Q ( zi , , •••, 

I )，则 z 为 S - 点 ㈡ 存在一个 f -序列 …使得 z 
6 K „. 

证明由于 aGK , ，而对于 
封闭，从而归纳可证即沒 F ， 从而 z 为 S -点. 

设 zeS =- F . 则有 n 使得2下面对 n 归纳证 明:对 F „ 

中每个元素 z 均有厂 " -序列 K ! …，使得 zeK { . 

当 tt -1 时沒 K ，结论显然成立.现设对 n -1 成立，而 zGF „== 

Fi (/ F ^7) (引理 3) ，从而存在有限多元素 A ， A 2 ，…， A s 6 F „—” 

使得 zeF . WM ^ y / A ^. 根据归纳假设，存在一些-序列使 
得. 

Ai G F \{ a \ ，…， a r ) 3 f \( a 2 ，…，〜） ] …3 Fi ( a r ) 2 F ” 

A 2 e Fi (b, ， … ， 6 S ) 2 P\ (b 2 ， … ， b s )2 … 2 FM 2 f \ ，…， 

A / 6 Fi ( c*i , — , q ) 3^\((： 2 ，“-，(：,）}“ ^ Fi ( ct ) 3 Fi . 

令…， Q )= V ^则得到更长的厂~"- 序列： 

2： eFi ( a 0 ，…， a r ，6 0 ， •”， 6 S ，…， c 0 ，…， g ) 

3 Fi ( ai ，…， a r ，6 0 ，…，^，…， c 0 , …，… 

， b 0 ， … ， b s ， … ， c Q ， … ， c t )2Fi (b 0 9 … ， b s ， … ， c Q ， … ， c t ) 

^Fi (6 i ，…， 6 s ，...， c : 0 , …， (6 S ，•••，〔()， …， 

(c 09 ci(ci ，…，… 

这就证明了定理.证毕. 

系设 S ={ z 0 = lyZi ，•"，；}， Fi = Q ( zi ， y '， z„，zi ，…， 之„)， 

Z 为 S - 点.则 Z 为上的代数元素，并且[巧 U ) :巧]是2的方 
幂. 

) 

证明根据定理2,我们有 f -序列，… 


150 



m ^ zeK t . 由于 [Kw : KJ = 1 或者2,从而 [ K , : FJ 为2的方 
幕但是 于是 [ P \ ⑴： P \] = [ K S : FMK t : 
f \ U )] 也是2的方幂.证毕. 

现在我们可以证明 
定理 3 用圆规直尺不能等分 60° 角. 

证明 所谓给了 60° 角，相当于给了复数 

从而 S={zo = l ，2： 1 }， F 1 =2(^ 1 ，^： 1 )=2( i +^^，^—^^) = 
Q (/^).如果我们能作出 20° 角，当然也能得到 cos20°. 但是 

cos20° 满足方程 4x 3 —3x— 1/2=0, 即 8 x 3 ~ 6 x ~ l = 0 . 由于 /(x) 
=8x 3 —6x-~l 在 Q[x] 中不可约，从而 [Q(cos20°) : 0]=3 于是 

6= [Q(cos20°V— 3) • Q] = [Fi(cos20°) • Q] 

=[Fi(cos20°> 5 Fi] • [Fi s Q]. 

但是 [K : 2] = [(2(V^) •• G] = 2, 从而 [^\( 咖 20 。） ： •根 

据上面的系， cos 20° 不是 S - 点，从而60°角不能用尺规三等分.证 

毕. ， 

这就表明:用尺规不能将任意角三等分. 



习 • 题 

1. 证明用尺规可将45°和54°角三等分. 

2. 试解决古代“难”题——倍方问题. 

3. 证明用尺规可作出圆的内接正3,4,5,6,8，10边形，但是不 
能作出正7,9 边形. 

I 

2.7 有限域. 

我们在上节就域和域的扩张作了介绍.对于各种域的进一步 

f 
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研究则属于一些专门的数学分支.例如研究有理数域 G 的代数扩 
张的学科是代数数论.研究域的超越扩张的学科是代数函数论和 
代数几何.我们在本节讲述最简单的一类域 : 有限域(也叫伽罗瓦 
域). 

设 F 是有限域，由于 F 有限，它的特征不能是零，从而为某个 
素数 A 于是 F 包含 p 元域，而 F 是上有限维向量空间.设 
维数 [F :心]为 n ， 则向量空间 F 中存在一组 IV 基％，… ，仏 ，使 
得 F 中每个元素唯一表成 

aiVi + ••- + a n v n9 a { 6 F p ， 

由此可知 F 中共有，个元素.这就证 明了: 有限域中元素个数是 
某素数的方幂.并且对于 F 中每个元素 a ，均有 pa == 0 . 这就表明 
F 作为加法群是;2个 f 阶循环群的直积.这也就证明了下面定理 
1中的 (1). 

定理 1设 F 为有限域.则 

(1) F 的特征是某个素数/>，并且它是/>元域的有限扩 
张.令 n =[ F ： F ,]， 则 F 中 共有圹 个元素，并且作为加法群 F 是 
n 个 A 阶循环群的直积. 

(2) F {0} 是 p n - l 阶乘法循环群.令是由元素 w 

生成的，则 F = F P ㈤ (单扩张). 


(3) 设是 F 的一个代数闭包.则 F 恰好是由多项式_ 
a : 在中的，个根所组成的. 

(4) 对于每个 n > l ， 在中有且只有唯一的 〆 元域 P >， 而 



(5) 任意两个阶数相同的有限域必同构. 


(6) 映射％ : F — F , 


V 是域 F 的自同构， 并且％ 的阶数 


是 n . 而 F 的自同构群 Aut ( F ) 是由^生成的 n 阶循环群. 


证明 （1) 已证. , 

(2) F * 是 p n — \ 阶阿贝耳群•令 p n ~~l = p ^ “. pp ，其中夕1， 



…， p s 为不同的素数，根据有限阿贝耳群基本定 
理，是它们的希洛夫子群的直积，即 

F * = Gi X …X G s ， 

其中 G : 为 F 的於阶希洛夫子群.从而对于每个 = 1 . 

由于 G 是域 F 的子集合，而方程 a：# _1 = 1 在 F 中至多有个 
解，因此 G : 中必有阶元素，从而阶循环群 
由于於（ 1 « 0 两两互素，可知 尸是沖 …於=妒 _1 阶循环 
群.令 w 为乘法循环群的一个生成元，则 

F = F * U {0} = {0^ l , uyu 2 r mt 9 u pn ~ 2 } = F p ( u ). 

(3) 和 (4) :由 于( 〆 一= — 1与 〆 一 r 是互素的，从而多 
项式/ —: r 没有重根.因此:^ — I 在代数封闭域中共有， 
个根，另一方面，这 〆 个根形成仏的一个，元子域 f > (因 为: 
显然06々.并且若 < 2 , 66 々，即 〆 ~~ a = b pn — 6 = 0 ,则 ( a ± W ’ 
—( a±W = ( a ’ 士 〆 ）一( a 士 6 ) = ( a ’ — a ) 士 ( b pn — 6 )= 0 ，即 a ± 

beF p n . 又若则 a〆 一 a = 0 , 于是 〆 I = a ，（ a _ 1 )，= 

尸 1 ，即 ( a — )’ — a- 1 = 0 ,从而厂 1 6 )• 这就表明对于每个 

un P 中存在唯一的，元子域 P >. 所以若 F 是仏 中的圹元子 
域，则 F = F p n . 由于 a / F 和 F / PV 均是代数扩张.因此 a / h 也 
是代数扩张.对于仏中每个元素 a ，则 a 在〜上代数.设 a 在心 
上的次数为 n ， 则 F p ( a )/ Fjn 次扩张.于是 h ( a )=_ F > ，即 
F /. 从而 

n P -\ J F P n - 

n^l 

(5) 设和 F 2 均是炉元域，则它们有公共的 p 元子域 PV 
令 ft 和分别是和 F 2 的代数闭包.由 （2) 知 F r / F p 为单扩 
张，即 Fi = F fi ( ui ) •令 /( x ) 是 m ； [在 h 上的极小多项式，则 /( x ) 
为心匕]中 n 次不可约首 1 多项式 .以的 表示，/( 1 )在代数封闭 
域中的一个根.则 hU 2 ) 是的 rz 次扩张，从而是 0 2 中的妒 
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元子域.但是 a 中只有唯一的 f 元子域，于是 f 2 = f p u 2 ). 
由于 Ml 和 M2 在 Fp 上有相同的极小多项式/(工)根据 2. 6中结果 
可知 R 和 F 2 同构.这就表 明：阶 数相同的有限域必然同构. 

(6) 易知〜为自同态 ( cr p ( a 6) = ， cT P ( a ±6) 

士％ ( W ) ，并且是单同态 (〜（ a ) = 04 
V= 0 > a = 0). 由于^是有限集合到它自身的单射，从而必是满 
射.这就表明％是域的自同构.注意对每个正整数 m ， 自 

同构 < 把元素 a 映成由于 F 中每个元素 a 均满足？” = a ， 
可知4是 F 的恒等自同构.又对于每个 ％， l < m < n , F * 的乘法 

群生成元 W 有从而 < 不是 F 的恒等自同构.这就 表明％ 
的阶是于是，为了证明 Aut ( F ) = { 1，％，… } 我们只需证明 
| Aut ( F )|< r2 即可. 

设^ Aut ( F ) ，由于 F = F〆 w ) ，而^在 F p 上必为恒等自同 
构，从而 (7 由 a 在 m 上的作用（即由 a ( W )) 所完全决定.设^在 F , 
上的极小多项式为 

fix ) = x n + cix ^ 1 + ••• + c n , Ci 6 F p . 

则 0 = /( m ) = u n + Ci u 7 ^ 1 + … + c „. 

作用 CT 之后则为 0= CT ( M )”+ Ci ( T ( M )”~ 1 + … + C „， 从而 CT ( M ) 也是 
f (工)在 F 中的根.但是 / Or ) 在 F 中最多只有 n 个根，从而 a 最多 
也只有^个.这就证明了 I Aut ( F ) | <&证毕. 

例•设 /( x )- x 2 +2 x +2 eF 3 [ x ]. 易知 / U ) 是 F 3 [: r ] 中不可 
约多项式.令 M 为它的一个根，则 F - F 3 U )= F 3 [ m ] 是9元域，并 
且 F 中9个元素即是 

aiu + a 2 , a\ ,a 2 G F 3 = {0,1,2}. 

我们可以把 a lM + a 2 简记为 U ， a 2 ) .于 是： 

1 = (0 ，1 ) ， m=(1 ，0 ) ， u 2 = u+l = (1,,1) 9 u 3 = (2,1 ), 
m 4 = (0,2) , u 5 ~ (2,0)，= (2,2) > u 7 = # (1 ，2 ) ， m 8 = 1. 

而卩={0=(0,0)，1，1^ 2 ，."， 2 /},由此不难给出卩中的加法和乘 
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法.例如： 

( a \ , a 2 ) + (bi ,6 2 ) = iai +bi , a 2 + b 2 ). 

(2,1) • (2,2) — u 3 • u 6 = u 9 — u ~ (1,0) 等等. 

最后，我们再介绍一个著名的定理以结束本章. 

定理 2 (魏德帮 ( Wedderburn ) 有限体必为域 • 

证明 设 K 为有限体是它的中心，即 

Z 6 K 丨对于每个 x xz = zx ). 

则 Z 是有限域.令 | Z | ，则 K 是 g 元域 Z 上的有限维向量空间. 
设维数是 〜则 | K | =心我们的目的是要证明 K = Z ， 即要证 

n = l . 

对于每个元素令 iVU ) = = ，这显然是 

K 的子体并且包含乙因此 N ( a ) 也是 Z 上有限维向量空间，从而 
\ N ( a ) I =纩⑷, n ( a )^ l . 由于为矿― 1 阶乘法群，而 N ( a )^ = 
iVU ) —{0} 是 iT 的矿⑷― 1 的阶子群，因此 (V ⑷一 1) 丨(矿 一1) •由 
此不难推出 

将乘法群的元素分成共轭类.从群论知道，与 a 6 共轭 
的元素个数为 [ K * : iVU )*] = (< —1)/( 矿⑷ 一1) •从而我们有 
以下恒 等式： 

^~1 = 9-1+ E ( q n ~ l )/( q n(a) -1). (*) 

n(a)\n 

n(a)^n 

(等式 O ) 右边的 g -1 对应 r = Z _{0} 中 g —1 个元素，这 1 
个元素每个自成一共轭类，而其余元素 a 的共轭类中元素均多于 
一个，即对应 N (' a )^ n 9 N ( a )\ n ). 我们要证明当 n > l 时（ * ) 式不 
能成立.为此，我们需要分圆多项式的知识，这个多项式定义为 

P „( x ) = JX (x — e ，） ，， 

(r 9 n) — l 

即尺 U ) 是以全部〃次本原单位复根(共 〆 72) 个# 是欧拉数论函 

数)为根的首1多项式，不难看出/一1 = UPiCr ). 从而由数论 

■ • • • 
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上的莫比乌斯 ( M 6 bius ) 变换即知 P n ( x ) = J { (Y —1)〃_，其中 

d\n 



是莫比乌斯数论函数.于是 

gO ) 均为 Z [: r ] 中首1多项式.另 
一方面，由 P „( x ) 的定义知它属于 
< Xr ]， 从而在 C [: r ] 中尽(: c ) | f ( x ). 

因为 g* ( 工 ) ， /( 工 ) e z[_x]M g ( 工)， 

/ Or ) 均为 Z [ x ] 中首1多项式，可 
知在 Z [: c ] 中 g { x ) I / O ) •而 P „( x ) 


是 Z [: c ] 中的首1多项式. 

对于^的每个正因子 A 如果 d | n ， ，则代 U ) 的每个根 


(即每个72次本原单位根)均是: r ” 一 1的根，但不是/ — 1 的根，从 


而均是多项式 ( x n — l )/(/ —1) 的根.因此 P „ Or ) 



于是 


P n { q )^ （对每个山 J U , l < rf < n ). 

/ — 1 

由此及 （* ) 式我们就得到 A ( g)Kg — 1). 

但是由定义： P „( g )= U ( g _ e 亨）•而 当必 2时，对于每 

l^r^n 
{r % n) — \ 

个 0,7 z ) = l ， 均有 q ~ e ^ > g — 1(见图 5) .于是 

\ P n ( q )\ Xq - l )^> q - l . 这就与 P n dq )\ (g — 1) 相矛盾.从而 
必然72=1，即 K 为有限域. 


习 题 

1. 试构作一个8元域，并写出它的加法表和乘法表. 

2. 列出 F 2 上全部次数<4的不可约多项式，列出巧上全部2 

/ 

次不可约多项式. ， 

3. 设 F 为，元域 (/> 为素数） , F = F ,( u ). 试问 M 是否一定为 

i 
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乘法循环群 F * {0} 的生成元？ . 

4. 设 /(: r ) 是心 [ x ] 中首1不可约多项式. 

(1) 若 M 为 /( x ) 的一个根，则/(工)共有； z 个彼此不同的 
根，并且它们为《/，1^，2/ /)2 ，“*， 〆 11 . 

(2) 若 / Or ) 的一个根“为域厂二馬 ㈤ 的乘法循环群 F * 
= F _{0} 的生成元，则 / Cr ) 的每个根也都是 F * 的生成元. 

定义 如果 / Cr ) 的根《是1^(«) — {0}的乘法群的生成元， 
我们称 /( x ) 为 AO ] 中 n 次本原 多项式(注 意: 这里的本原和 2. 4 
节中的本原意义完全不同). 

(3) 证明 [>] 中72次本原多项式共有 ？ (炉 一 1 ) / w 个，其 
中 〆 ”)是欧拉函数，表示从1到72的正整数中与 7 Z 互素的正整数 
个数. 

5. 设 F 9 为 g 元域， / U ) 是中的不可约多项式 .则： 

fix ) \ x qtl —X ^ deg / I n . 

6 •求证当时， /+: r + l 是 F 2 [: t ] 中可约多项式. 

7•设 K 是有限域•求证对每个 K [: r ] 中必存在”次不 
可约多项式. 

8. (1) 证明 x 4 +: c + l 为 F 2 [>] 中本原多项式. 

⑵列出16元域 F 16 = F 2 [ w ] 中（唯一的 )4 元子域的全部 
元素，这里《 是: r 4 + x +1 GF 2 M 的一个根. 

(3) 求出《在^上的极小多项式. 

9. (1) 证明 x 4 +: c 3 +： c 2 + x + l 为 F 2 [>] 中不可约多项式但 
不是本原多项式. 

( 2 ) 令 “为？ +? + x 2 + x + 16 F 2 [ x ] 的一个根，试问 F 16 
= F 2 U ) 中哪些元素是 F 16 - {0} 的乘法生成元？ 

10•设 F 是有限域， a ，66 F * • 求证对每个 c 6 F ， 方程 ax 2 + 
6： y 2 = c 在域 F 中均有解 ( x ，： y ). 

11. 设 F 是，元域0为素数） ， G = Aut ( F ). 对于每个 a 6 F , 
令 

p 
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T(a) = , N(a) = Xla(a). 

a^G a^：G 

求证 a)T:F—F p 是加法群的满 同态； 

( 2 ) N : F *— F ; 是乘法群的满同态. 

12. 设 F 为 g 元域，尸〆，/>为素数， H 是 Aut(F) 的 m 阶子 
群. K={a6F| 对每个 tr(a)=a}， 求证: 

( 1 ) m\n; 

(2) K 是 F 中唯一的元子域 • 

13. 设 F 为 g = ^ 元域 • f 为 素数. /Cr) 为 F[x] 中不可约多 

项式. 求证： 

(1) /U) 有重根㈡存在总(工) 6F[:r] ，使得 fix ) =- g ( x p ). 

(2) 如果 /(x) =〆：*/)，其中 gO)GF[：c]， 但是不存在 
hx)6F[:r] 使得 /(尤)=》(:^ +1 )，则炉 l/T^deg/， 并且 /U) 共 
有 m / p n 个不同的根，每个根的重数均为妒. 

14. 设仏为户元域 R 的代数闭包(户为素数)，表示 仏中 
唯 一的炉 元域，求证： 

(1) ㈡ m/rz. 

(2) 设 ，令 G={cyeAut(f>) 丨对每个 aef>， 

j(a)=a}. 则 G 是 n/m 阶循 环群. 

15. 设 p 为素数.证明方阵集合 



lab 

Ole 2 aybjc G F p 

loo lj 


对于方阵乘法是妒阶阿贝耳群 • 
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第三章域的伽罗瓦理论 

我们是孩子，但是我们精力充沛，永往直前…… 

——1831年6月16日伽罗瓦在法庭上的辩护词 


从历史角度来看，本章所讲的内容正是代数发展史上由古典 
代数进入近世代数的里程碑.大家知道，古典代数的中心问题是解 
代数方程和方程组•为了解一次方程和方程组，人们发展了有效工 
具 —— 矩阵论和线性代数学.与此同时，高次方程的求解问题也是 
数学家几个世纪的探索对象.我们在中学里学过二次方程 ax 2 + 
& r + c =0 的一般求解 公式： 



在16世纪，意大利一些数学家寻找出三次和四次方程这种类型的 
一般求解公式，即方程解可用方程系数的四则运算以及开方运算 
表达出来(参见第 3. 5节).人们花了二百多年试图寻找五次(和五 
次以上)方程的根式求解公式，直到1770年法国数学家拉格朗日 
才开始意识到一般五次方程这样的求解公式可能是不存在的. 
1824年，22岁的挪威大学生阿贝耳证明了一般五次方程的根式不 
可解性 • 不幸，阿贝耳于1829年4月6日早逝于结核病.另一个同 
样年轻而有才华的法国数学家伽罗瓦继承了阿贝耳的工作，深刻 
地阐明了用根式解代数方程的理论 基础. 阿贝耳和伽罗瓦的天才 
想法是研究方程根之间的置换•由此产生了群的概念，这使得他们 
工作的意义远远超出了解代数方程的问题范围，而成为群论以致 
于近世代数的开拓者. 
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伽罗瓦是法国巴黎附近一座小镇镇长的 儿子. 正如他的一位 
教师所说，15岁时“他被数学的鬼魅迷住了心窍”.他一口气读了 
高斯、欧拉和勒让得等著名大数学家的著作 .1928 年，17岁的伽罗 
瓦把论文“关于五次方程的代数解法问题”提交法兰西科学院，但 
是著名数学家柯西等人不仅没有认真审阅，反而丢失了原稿.1831 
年，伽罗瓦第三次写好论文送去审查.当时法兰西科学院院士泊松 
( Poisson ) 写的审查意见是“完全不能理解”.后来，伽罗瓦两次投 
考巴黎著名的工科大学失败，只进入不太好的高等师范学校.当时 
法国激烈的政治斗争吸引了热情而精力旺盛的伽罗瓦.他因参加 
政治活动而两次入狱并被学校开除.1832年4月出狱后不久在与 
人决斗时负重伤，5月31日上午10时去世.决斗前夕，他把自己 
的研究成果和未完成的想法写成长信交给朋友，可是没有一家出 
版商愿意出版伽罗瓦的手稿.直到14年后，1846年法国数学家刘 
维尔 ( LionviUe ) 才在自己创办的“数学杂志”上刊印了伽罗瓦的遗 
稿 . 19世纪后期，人们才真正认识到阿贝耳和伽罗瓦工作对于代 
数学发展划时代的 影响. 1894年，狄德金 ( Dedekind ， 德国代数和 

数论学家)对伽罗瓦理论作了系统的阐述，并且更强调域论 侧面. 
1948年，阿廷 ( Artin ) 所写的关于伽罗瓦理论的讲义成为后人的 
样版. 

现在我们系统地介绍域的有限扩张的伽罗瓦 理论. 

3.1 域的扩张（复习），分裂域 

本节本质上是复习第二章第 2. 6节所讲内容，讲述关于域扩 
张的一些基本概念. 

我们知道，一个含么交换环 K ， 如果 K 中每个非零元素均是 
(乘法)可逆元素，则称 K 为域.如果 K 是域 F 的子域，则 F 叫做 
K 的扩域或扩张.这样一对域通常记成 F/K. t 

设 K 和 F 为域，一个环同态 cp:K—F 叫做域的同态（即对于 
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泛 K ， p ( a ± W =^( a ) 士 〆 W , •类似可定义 

域的 同构. 这时 Ke 印为 K 的理想，但是域 K 只有两个平凡理想 
(0) 和 K . 如果 Kerp ^ fC ， 则4是零同态（即 p (_ K ) = {0}); 如果 
Ke r 9 9={0}， 则95是域的单 同态. 换句话说，域的同态只有两个可 
能 :零同 态和单 同态. 并且当 pK — F 是单同 态时： 

(1) a 96 ^ K 9 6 尹0,则 p (6)/0 并且 〆 a / 6 )=§?( a )/ p ( 6 ). 

( 2 ) <pC1k)~1f> 

(3) K 同构于 F 的子域 p ( K ). 我们经常通过 p 把 K 等同于 
F 的子域 〆 K ) (即 a 6 K 看成是元素 〆 a ) eF )， 所以域的单同态 
也叫域的嵌人，即通过 P 将 K 嵌到域 F 之中. 

域 K 到自身之上的全部自同构形成群，叫做是域 K 的自同 
构群，表示成 Aut ( K ). 例 如:有 理数域 g 和实数域1?的自同构只 

有恒等自同构，从而它们的自同构群均是一元群•而域 ^( v ^) 的 
自同构群为 

AutCg^— 1 ) = {l 9 a} 9 

其中 

cr ( a + by /~ 1) = a — bs /— 1 ( a , 6 G Q ). 

更一般地，设 F / K , E / K 为域的 扩张. 如果域的嵌入在子 
域 K 上的限制为 K 的恒等自同构，即对每个则 
称 P 是 K - 嵌人如果^ : 是域的同构 并且 〆 a )= a (对子域 

K 的每个元素 a ) ，则称 9 为域 F 的自同构 . F 的全部自同 
构形成 Aut ( F ) 的一个子群，表示成 Aut K ( F ) 或者 Gal ( F / K )， 叫 

做是域 F 的 K - 自同构群，或者叫做是域扩张 F / K 的伽罗瓦群.例 
如 Gal ( C / R ) == { 1 ， cr } ，其中 a 是复共辄自同构： 

^(a + ^ y 17 !) = a —^ y ^ 7 ! ( a ,/? 6 R ). 

设 F 为域，如果 1 F 是加法无限阶元素，我们称域 F 的特征为 
零，这时 Q -^ F ： a~^a • 1 F 是域的嵌入，因此 _ F 有子域 { a • l F | a e 
0} 同构于 2. 我们由此将2看成是 F 的子域，做是 F 的素 子域. 
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如果 1 F 是加法有限阶元素，则阶必为素数 h 这时称域 F 的特征 
为 p ， 面 F 有子域 {w • 1} 是 p 元有限域 Ff ， 我们称 

心为 F 的素 子域 . 于是，按照 If 的加法阶特性我们把域分成两大 
类:特 征为零或特征为素数/>，它们分别有素子域2和 Fp 

现在谈域扩张的分类.•设 F / K 为域的扩张 . F 作为域 K 上向 
量空间，其维数 dim K F 叫做是扩张 F/K 的次数，表示成 DF : 1 C ]. 
若维数有限，则称 F / K 为域的有限(次)扩张，否则叫无限(次)扩 
张.利用简单的线性代数知识，我们在第二章第 2. 6节中证 明了： 
定理 1设 E / F , F / K 均为域的扩张，则 

[E ： K ] = [E ： F][F : K ]. 

并且， E / K 为有限扩张 ㈡ E / F 和 F / K 均为有限扩张 • 

设 F / K 为域的扩张，如果存在 F 的子集 S ， 使得 F = K ( S ) 
(右边表示 F 中包含 KUS 的最小子域），则称 S 在 K 上生成 F . 

特别若 S 为有限集， . • 

S = { ai ，…， [ F ， 

如果 、 

F = K ( S ) ― K ( ai ，•••，％)， 

则称 F / K 是有限生成 扩张. 又特别若 S = {«} ，即 F = X ( a ), a 6 
F ， 则称 F / K 为单 扩张. 易知有限扩张一定是有限生成扩张，但反 
之不然.例如有理函数域 C ( x ) 是 C 的有限生成扩张但不是有限扩 
张，又如 C / g , R / Q 均不是有限生成扩张，而 C /只 是有限生成扩 

张.事实上， C /1? 是单扩张，我们今后主要研究有限 
生成扩张. 

设 F / K 为域的扩张如果存在非零多项式 f ( x)e 
KDr ]， 使得/(«)= 0 ,则称 a 为 K 上代数元素(或叫《在尺上是代 
数的).这时，我们在第二章第 2. 6节中证明了 ， K [ x ] 中存在唯一 
的首1多项式 /( x )( deg /(: c )> l ) 使得 

(1) /(a) = 0 ; > 

(2) g ( x ) 6 K [ x ]， g ( a ) = 0 ㈡ fix ) I g (： x ), 

i 
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称 /(X) 为 a 在 K 上的极小多 项式. 如果 a 在 K 上不是代数元素， 
即 a 不是 KO ] 中任何非零多项式的根，则称 a 为 K 上的超越元 
素(或叫 a 在 K 上是超越的)•如果 F 中每个元素在 K 上均是代 
数的，则称 F / K 为代数 扩张. 否则，如果 F 中至少有一个元素在 

K 上超越，则称 F / K 为超越扩张.例如 C / R , 0(^2)/2, Q(^/Q 
( C == e Wn ) 均为代数扩张，而 K /2, K ( x )/ K ( x 为文字)均为超越 
扩张. 我们在第二章第 2. 6节中证明了，这两种扩张的基本区别 
是: 

定理 2设 F / K 为域的扩张， 

(1) 若《在 K 上代数，令 / U ) 为 a 在 K 上的极小多项式， 

deg /( x ) = 72 > 1， 

则 K [ a ] = Kia ) 

为 F 的子域，1，心…，为向量空间 K ( a ) 的一组基，从而 

[K(a) : K] - n. 

/ Cr ) 为 K [ x ] 中不可约首1多项式，从而 K [ x ]/(/( x )) 为域，并 
且有域的自然同构. 

KM /(/( x ))^ X ( a ), 

g ( x )( mod / Cr )) ^ g ( a ). 

(2) 如果 a 在 K 上超越，则环 K [ a ] 自然同构于多项式环 
Kir ]; 域 K ( a ) 自然同构于有理函数域 K ( x ) ，于是 K ㈤ / K (从而 
F / K ) 为无限扩张. 

我们今后主要讲代数扩张(并且主要谈有限代数扩张），下面 
是代数扩张一些基本性质. 

定理 3 (1) 有限扩张必为代数扩张 . . 

(2) 设 F / K 为有限生成扩张，•••，％). 如果印 在 K 
上均是代数的 ( l < i < n )， 则 F / K 为有限扩张(从而为代数扩张). 

(3) 若 E / F ， F / K 均为代数扩张，则 £：/ iC 也是代数扩张. 

(4) 设 F / K 为域的扩张，则在 K 上代数}为 
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F/K 的中间域 ( 即 M 为域并且 KCM^F). 称 M 为 K ： 在 F 中的 
代数闭包， 

(5) SMi ， M 2 均为 K 的扩域又均为 F 的子域（如图6所 

MiM 2 = Mi (M 2 ) = M 2 (Mi) 

为純和 M 2 在厂中的合 成域. 如果 
均为代数扩张，则 M x M 2 /K 也为代数 扩张 . 

证明 （1 ) 利用定理2的 （2) 使用反证法即 
可 . 

(2) 由题设知 KUO/K 均为有限扩张 • 设 /, 
Oc) 为 m 在 K 上的极小多项式，则在 K ( ttl ， …，^。上的极小 
多项式 fi(x) 必为 /U) 的因式，于是 

[ KXai ，…，如）： KXai ，…，0：卜1)] 

= [ K(ai ，…， af - i )( a *) : K(ai ，…， n )] 

= deg/iix) < deg/,(x) = [K(a z > 5 K] < oo, 

因此 


示 ） • 


F 



K 

图 6 


n 

[K(ai，•••，％): K]= [[[KXffi ， … ，仏 ）: KXai ，…， a—1)] 

i = l 


<n[KU) : K]<oo, 

i = \ 

即 X ( ai ,-, aJ/K = F / K 为有限 扩张. 

(3) 设 a 6£：， 由假设 《在只 上代数，于是 

a n + Ci a ^ 1 H - \~c„ =0， c , G F , 


因此 a 在尺仏， … ， c„) 上代数，于是 KXd ， … ， (: ， … ， c„) 
为有限扩张，又由假设 Q ，…， G 均在 K 上代数，由本定理的 ( 2 ) 知 
K(d ， … ， c„)/K 为有限扩张，从而 KGwqwVK 为有限扩 
张，于是也为代数扩张 . 因此《在 K 上代数，这对 £ 中任意元素 a 
都是对的，所以 E/K 为代数 扩张 . ’ 

(4) 因为 K 中元素在 K 上显然是代数的 ( 对 a6K ， /(:r)=x 
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一 a 为 a 在 K 上的极小多项式），从而我们只需再证 
M 是 F 的子域，设 a ， p6M ， 由 M 的定义知 a ，/?在 K 上均是代数 
的，由 (2) 知 K ( a ，/?)/ K 为代数扩张，由于 a ±/?， a /? ， cTi (当 

时)均为域 KCa ，^ 中元素，于是它们在 K 上均是代数的.即均属 
于 M ， 从而 M 为 F 的子域. 

(5) 令 M 为 K 在 F 中的代数闭包，则由 M 的定义知 M / K 为 
代数扩张，并且由假设知道于是 A ^ iV ^ eM ， 从 
而 M . Mz / K 为代数扩张.证毕. 

设 K " 为域， / Cr )6 Kl >]， <^/0)>1，我们是否总能找到/<： 
的一个扩域 F ， 使得 / Cr ) 在 F 中至少有一 个根？ 我们在第二章第 
6 节中证明这是可 能的. 事实上，我们不妨设 / Cr ) 是 KO ] 中不可 
约多项式，这时 F = iC [>]/(/ Cr )) 为域，由于 (/( a :)) nK =={0}， 
我们可以把 K ： 自然地嵌成是域 F 的子域（确切地说，定义映射 
9 ! K — K [ x ]/(/ Or ))， a -> a ( mod / Cr )) ，这是域的同态， 

Kerp = K fl (/⑴）={0}， 

从而？为域的嵌 入). 令 a 为 x 在 F 中的象（即 a = ( xmodC / 
(: r )) eF = K [: r ]/(/(： r ))， 则 

/( a ) = fix ) = f ( x ) = 0 G F , 

即为 / Or ) 的根•而 F = K ( a ) 为 K 的扩域，我们称 F 是将 
/( x ) 的根 a 添加到 K 上而得到的域. 

一个域 K 叫做 是代数封闭的 ，是指每个多项式 / U )6 K [ x ] 
( deg / Cr )> l ) 在 K 中都有根，这也相当于说 /( x ) 的所有根均属 
于 K ， 或者还可说 成:若 F / K 为域的代数扩张，则 F = K . 我们熟 
知复数域 C 是代数封闭域，从而 g 的所有代数扩域均可看成是 C 
的 子域. 一般地，设 K 为任意域，将所有 K 上代数的元素均添加 
到 K 上所得的域为 D ， 由定理 3 的 (3) 可知是代数封闭域，我们 
称 D 为 K 的代数闭包•例如有唯一的代数闭包(这个代数闭包 
可取为 C 的子域但不是 C ! ) •设仏为有限域 F , 的代数闭包，我 
们在第二章第7节中证明了对每个 n ^ l , n p 中均有唯一的 〆 元 
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域于是 

■ 

o, P =y F p n - 

今后我们在考虑域 k 的代 i 扩张时，如不特别声明，均是在 

K 的某个固定的代数闭包 D 中讨论 问题. 

设 E/F 为域的扩张，多项式 fix) ^ Fix] ( deg /> l ) 叫做在 

E 中分裂，是指/( I )在中分解成一次因子之积•即 

fix) = a(x — r r )^*(x — r n ), r { G E. 

这时，若 L 为 E 的扩域，则 / Cr ) 在 L 中也分裂，使 /( x ) 分裂的 F 
之最小扩域显然为 F ( n ， …山） ，这叫做是 / U ) 在 F 上的分裂 
域，也就是说： 

定义设 F 为域， / U ) eF [: r ]， deg / Cr )= n > l.F 的扩域 E 
叫做 / U ) 在 F 上的分裂域，是指满足以下两个条件 • 

(1) /(x)=a(x—r!) — (x—r„) , 

a 为 /( x ) 的首项系数. 

(2) £=F(ri 

例 1 设 F 为域， /( i ) = ^ 2 +ax + 66 F [ x ]_ 如果 /( x ) 在 
PLr ] 中可约，则 / U ) 的两个根均属于 F ， 于是 / U ) 在 F 上的分 
裂域£即为 F . 如果 / U ) 在？[>]中不可约，令它(在 F 的某个代 
数闭包 D 中）的两个根 n ， r 2 , 则 n ， r 2 $ F ， n + rf — a ， 于是 
F(n 9 r 2 )— F ( ri ，一 a — n )=^ X0 ) ，而 E/F 为二次扩张 • 

例 2 F = F 2 ( 二元域)，为 1^[工]中 
不可约多项式(因为/(0)=/(1) = 1关 0 GF 2 ) .令 r 为它在中 
的一个根，则 r ， rV 4 是 / Cr ) 的三个相异根，于是/⑴在 R 上分 
裂域为 ， r 4 )=_ F 2( r )， 这是8兀域' 

例3 F = Q , f ( x )= x p -l 在2上分裂域为2(1，，…， 
f 其中 pe 2 心， P 为素数.由于 S 在中极小多项 

式为 x p — i+y 2 +… + x + l ， 于是 ' 

[ Q ( P : S ] =户 一 1.. 
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例 4 F= Q， /(工)=工 3 -2的三个根为於，奴 w 和心 ，其中 
w = e W 3 , 于是 / Cr：) 在2上分裂域为 £ = = 

2(^，o>)， 不难证明 


[Q(v^2 fw) : Q] ~ 6 . 

例5 F = 0，则 U 2 — 2) U 2 — 3) 在0上的分裂域为 E = 
2(7^)，而 [E 04. 

现在我们证明分裂域的存在性和唯一性. 

定理4设 F 为域， /( x )6 fLr ]， deg /( x )> l ， 贝！ J /⑸在 _F 
上的分裂域总是存在的. 

证明设 / G ：) 的首项系数为〜0办 6 F ， 由于 /( x ) 在 F 上 

的分裂域显然也是 a - 1 /( x ) 在 F 上的分裂域，所以我们不妨设 
/ Or ) 为首1多项式.设 


/ Cr ) = fi(x)—f k (x) 

其中 /Or) 均是 F[x] 中不可约首1多项式， 

1 < 々 < 72 = deg/(x). 

我们对 n — k 归纳•若? z— 々 = 0,贝 !j / z (x) 均是 F[x] 中一次多 

项式，于是 F 即是 /U) 在 F 上的分裂域.现在设定理对 O ^ n-k 

<iV 均成立，而设 『々=iV+l>l， 这时必有 f 使 deg/ >2,不妨 
设 deg, >2,令 

K = F[xV(if l (x)). 

我们已经知道 F 自然嵌成 K 的子域，并且 

r=x= (xmod/i (x )) 6X 

是 /Or) 的根，于是 

/i(:c) = {x~~r)g{x), g(x) G K[x]. 

所以若 /Or) 在 K[>] 中分解成 Z 个不可约首 1 多项式之积，则 /> 
々，即 


n — l〈n — k = N + l , 

于是 》— 由归纳假设， / ( JT) 在 K 上有分裂域 E， 即 f ( x ) = 
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(•r 一 r !)•••(：£：—，„) ， 并且 

E = X(ri , — 

由于 / i ( r ) = 0, / i ( x ) I /(工)， r 6 K ££， 从而在 £* 中 

0 = /(r) — (r —ri)***(r—r„). 

于是 (对某个 f )， 因此 E = K ( ri , —, r n )= F ( r )( ri , —, r „) = 

F ( r，n ，…， r „)= F(n ，…， r „). 这表明 E 是 /( x ) 在 F 上的分裂 
域，即定理对 w —々 = IV + l 也成立，从而完成了证明 • 

注记 设 F 为域，3={/； |£=1，2,3，"‘}为^1>]中多项式序 
列， deg /；> l .令在 F 上的分裂域, F 2 为/ 2 ⑴在 
上的分裂域，…，为 /„ Cr ) 在 Fd 上的分裂域，…，则 

……，我们称 U F „ (这是 F 的代数扩域)为多项式集 

合，/ 2 ，•••/„•_•}在 F 上的分裂域•对于 F ( x ) 中任意的多项 
式集合 S ( S 中每个多项式均是正次数的），我们也可类似定义 S 
在 F 上的分裂域，但是当 S 为不可数集合时，我们需要利用集合 
论中的“良序公理”将 S 中多项式赋以一定的 次序. 详情从略•特 
别地，若取 S 为 F [ x ] 中全部正次数多项式所成集合，则 S 在 F 上 

的分裂域即是 F 的一个代数 闭包. 

现在谈分裂域的唯一性问题.设 F 为域， / U ) 为 F [ x ] 中正次 
数首1多项式，则对于 F 的每个代数闭包 DA 中均存在唯一的子 
域 E 是 /( x ) 在 F 上的分裂域(设 / Or ) 在中分解成 / U ) = U 

— r n ), r , w = deg /( x ) j!l £ 必然为 FOi ，…， 

r „)) .现在若 D 和万为 F 的两个不同的代数闭包， E ， E 为 /( x ) 在 
F 上的分裂域，其中 E ^ a 我们要证明 E 和 E 必然 F - 同 
构，在这个意义下， / U ) 在 F 上的分裂域本质上是唯一的•为了证 

明这一点，我们首先需要一个 引理. 

引理 1设 rjxF-^Fj 是域的 同构. 对于 

fix) = a 0 +aix + ••- +a n x G F[x], 

令 / 
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fix ) = 江 0 + 泛 ix + … + j„x 6 F [ x ]. 

如果 E / F , E/F 均是域的扩张 ， re E ， r •在 F 上代数 ， g ( x ) 为 r ■在 
F 上的极小多项式，则 

⑴7可扩充成域的嵌入 r ： F ( r )— E ㈡ iU ) 在 E 中有根.并 
且 

(2) 7的这种扩充的个-等于 i ( x ) 在 E 中的相异根 个数. 
证明 ⑴设为域的嵌入，并且 $ = 7 ，令 
g(x) = a 。+(^1 + …+? 6 F\_x], 

则 0 = g ( r ) = a 0 +airH - hr % 

作用 Tj 之后， 

0 = rj(a 0 ) + 7j(ai)^(r) + …+ ^(r) n = g(^(r)), 

从而 〔( r )6 E 为 i ( x ) 的根. 反之，设 r * 6 E ， i ( r *) = 0, 则有环的 
同态 

a 5 F [: c] — E ， 
h { x ) - > AO * )， 

Kera ^ ( g ( x )). 

于是诱导出域的同态 _ 

13 s F [ x ]/( g •(: r )) —► E ， 

("(• r ) modg (: c )) — h ( r * ). 

F 为 F [ x ]/( g (: r )) 的子域，并且不难看出/?|尸 7 ,于是 

/3( F ) = V ( F ) - {0} 

从而 i 8 不为零同态，即 /? 为域的嵌入，令 

<p 1 F ( r ) 2^ F ( x )/( g ( x )) 

为域的自然同构，则: F ( a )— E 为域的嵌人，并且 

卜 <p \ f = rj . 

(2) 如果 a 和 〆 是 iU ) 在 E 中两个不同的根，则由 （1) 的证 
明知有嵌入 E 和^ : F ( r )— E 使得 = f | F = ? ，并 

且 0 r )= a ， 由^知 S 和 f 是不同的嵌人，因此7扩 
充成 E 的个数恰好等于 iU ) 在 E 中相异根的个数•证 
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毕. — 

定理5 设7: F — 为域的同构， /( x )€ F [>] 为 
正次数首1多项式， E 和 E 分别是 /&) 和 7( x ) 在 F 和 F 上的分 

裂域，则彳可扩充成域的同构 E 并且设 r 为这种扩充的个 

数，则 l < r<[E : F ]. 进而若7(工)在 E 中无重根，则 

r - [E ： F ], 

证明 我们对 [£：: F ] 归纳（注意 [E : F ]< oo )， 若 [£： ： F ]= 
于是 

fix ) — (x — ri)***(x — r „) G F [ x ], 

即 ri 6 F ， 从而 

•••• 1 _ I — 

fix) = (x~ri)*--(x —r„) G F[x] ， n- 6 F. 

因此 E = F ( R ，… ，?„) = A 而 7 恰好有一个扩充(即7自身).现设 
[ E : F ]< JV 时定理5成立，而令 [E : F ] = N >2. 这时 /( x ) 在 

F [； r ] 中有首 1 不可约因子 g ( x )， degg ( x )= m > l , degf ( x )= n . 

于是在 P [ x ] 中 g ( x ) |/( x ) ，从而在相应的分裂域中： 

m n 

g ( x )= JJ (x — r 4 ), fix ) = JJ (x — n ), n 6 E ； 


m 


gioc )=^ JJ ( j ： — r f ), fix ) — JJ ix — ri ) , r { 6 E , 



令 K = F ( n ) •由于 gCr ) 为 ！ 在尸上的极 
小多项式，从而 [K : F ]= m > l . 由引理1 
知共有 A 个嵌入 …， 6 : K — 它为 v 的 
扩充，其中々为 G 中相异元素个 
数，因此 k ^： m . 并且 k=m 
两两不同. 

由分裂域定义可知 E 和 E 分别为/ 


(: r ) 和 yU ) 在 K 和匕 ( K ) 上的分裂域(如图7所示).并且 
[£： K] = [E ： F]/[K •• F] ； 
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=[E ! F ]/?7 z < C[E : F _ 


由归纳假设，每个域同构 6 : 均可扩充为同构^ : E 二 

E . 设这种同构个数为 A ，则 1 幻,<[£：: K ]. 这就表明至少存在 a 
的一个扩充£： 当了(^)在 E 中无重根时，由归纳假设 U = [E 

V K ] ，从而这时彳的总扩充数为 

k 

Yjh = k\_E : K ] = [E ： K][K ： F ] = [E : F ]. 

—1 • 

而在一般情形下，扩充总数 g / l -<^[ E ： K ]<[ E ： X ][ K ： F ] = 
[E ： F ]. 证毕. 

特别取 f =： F ， 7 为 f 的恒等自同构，便得到 
系 1 设 F 为域， / U ) 为 F [ x ] 中正次数多项式，£：和它为 

/ U ) 在 F 上的两个分裂域，则共有 m 个 F - 同构 E 二 E ，其中 1 < 

m<[E : F ]. 又若/⑴在 E 中无重根，则 m =[ E ： F ]. 

再取 E = E 又得到 

系 2 设 F 为域， /( x ) 为 F [ x ] 中正次数多项式， E 为 / U ) 在 
F 上的分裂域，则 iGal ( EAF ) |<DE : F ]. 且若 /( d 在 E 中无重 
根，则 | Gal (£： AF )| =[ E : 

例 1 pe 2 一，户为素数•则 E 是 P — 1 或 

不可约多项式…+工+ 1 在 8 上的分裂域， 
并且/(工)在 E 中无重根，于是丨 Gal ( E / F ) |-[ E ： F ] = p~L 
2 (?) 的每个自同构^由它在？上的作用所完全决定.由于 〆 ()和 
?一样应为乘法 P 阶元素，从而 = — 1 .这种 a 共 

有 p — 1 个可能，从而均应是 2 ( p 的自同构.将此自同构记成^， 
则 

Gal ( e (_) = Au 魏 )= U | — 1}. 

> 

oiCsi'O = == a L i^y = ^ = 卟 （ c ) 


由于 
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从而•因此映射 

Gal ( Q (^)/ Q ) ^ (Z IpZT ， ai ^ Z ( modp ) 

为群的 同构. 熟知 CZ //> zr 是由 g ( mod />) 生成的 fi — 1 阶乘法循 
环群，其中尽是模 P 的一个原根.于是 Gal (( 2 ( 匕 )/ 0 也是由&生 
成的 f _1 阶循环群 • 

例 2 设尸=心( 3 ；)，则 fix ) = x^-ye Fix '] 为不可约多项 
式.设 y / p 是它的一个根，则 /(： r )= cr — y ，' 因此 f ：= F ( y/o 
= fv ( y ， 为 /( x ) 在 f 上的分裂域.但是 / ( x ) 只有一个根，从而 
Gal ( F , ( y 々 )/PV 00 ) = { 1 } ,即 I Gal ( E / F ) | = l</>=[E : F ]. 

习 题 

1. 将第二章第 2. 6 节中习题1、3、6、7、9、15、17和19重做一 
遍. 

2 . 求证代数封闭域必是无限域. 

3•设 F = F q ( q 元有限域）， （ n ， g ) = 1，£为 x ” 一 1在 F 上的分 
裂域. 求证 [E : F ] 等于满足 n | (# — 1 ) 的最小正整数 

4. F 二 F q ， /( x ) 为 F [ x ] 中不可约多项式.求证 

fix) | x q 一 x ㈡ deg / i n . 

5. 设 F 为域， f ( x ) 为 F [ x ] 中 n 次多项式， F 为 / ( x ) 在 F 上 
的分裂域.求证 [£： : F ] | n ! . 

6 •设£：为: r 8 — 1 在 0 上的分裂域.求 [£：: Q ] = ? 并决定伽 
罗瓦群 Gal ( E / 2 ). 

7.设 E / F 是域的扩张.如果对每个元素 a GE ， a*F 
上均是超越元素，则称 E / F 为纯超越扩张.求证 

( 1 ) FCr )/ F 是纯超越扩张. 

( 2 ) 对于任意域扩张 £/ F ， 求证存在唯一的中间域 M ， 使得 
E / M 为纯超越扩张，而 M / F 为代数扩张 . . 
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3.2 可分扩张与正规扩张 

我们在前节看到多项式有重根影响自同构个数.现在谈如何 
判别一个多项式是否有重根•设 F 为域， /( d 为 F [: r ] 中首1多项 
式， deg /> l ， E 为 / Cr ) 在 F 上的一个分裂域，则 

/(x) = Or — … (x —r 5 )~ ，6 E ， 怂 > 1 ， 

其中彼此不同.我 们称心 为根 r ; 的重数 •若怂>2,称 

r : 为 /( x ) 的 重根. 怂=1 时 n 叫 / Cr ) 的 单根. 如果 E 是 / O ) 在 F 

上的另一个分裂域，根据定理5可知存在 F - 同构（:£二：£，于是 

/(X) = ~f{x) = (x — ((n))h … Cr—e0 5 )) 〜 ， ^(r { ) e E. 

由于 S 为同构，和是它中彼此不同的 元素. 这就表明 
/( x ) 的重根特性与分裂域£：的选取方式无关，而是 / U ) 本身的 
特性. 事实上，我们有如下定理. 

定理6 /( x )， F ， E 如上所述 ，则: / U ) 在 £ 中无重根 ㈡ 在 
FO ] 中 (/ U ) ，/ U )) = 1，其中/ Cr ) 为 /( x ) 的形式微商，而(/， 
/) 表示/和/的最大公因式. 

注记多项式 : r n_1 + … + aix + a 。6 F [ x ] 

的形式微商定义为 

/(^) = rtUnX 7 ^ 1 +(w— … 十之❼工 + ❼6 F[x]. 

不难直接验证，若 a 6 F ，/( x ), g ( x )6 F [>]， 则 

+ = f + 〆 ， (a/)' = af\ ifgY = /g + fg\ 

定理 6 的证明 若士^:是/⑴的重根，则 / Cr ) = ( x — 
a) 2 g(x) 9 g ( x )6£[ x ], 于是 

/’(x) = 2{x~a)g{x) + (a ： — a) 2 g (x), 

从而 /( a ) = /( a ：)=0 •令 /1(^)为^在尸 上的极小多项式，则 A ( x ) 
|/( x )， A ( x ) 1/(1) ， 于是 / i ( x )| (/，/)， 即 (/，/)# l . 

若 /( x ) 在 E 中无重根，则 

9 
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fix ) = (x — ai) ### (x — an )? ai G E . 
w = deg /， 两两相异•于是 

/( ai ) — IX (仏 _ %)# 0， (1 ^ ^ w ) , 

1 <J <n 

s f « 

从而在 E [: r ] 中 (/，/) = 1 ，因此在 F [ x ] 中也有 (/，/) = 1 • 

系 设 / Cr ) 是 FO ] 中不可约多项式， deg /> l . 

( 1 ) 若 F 为特征零域，则 / U ) 无 重根. 

( 2 ) 若 F 的特征为素数户 ，则: / U ) 有重根 ㈡ 存在 gU)e 
F [: r ]， 使得 / U )= g (?). 

证明 ⑴设 F 特征为零.若 /( x ) 有重根，则(/，/)关 1 .由 
fix ) 不可约即知 / 1 / . 但是 deg / - deg /- 1 ，从而/ ( x ) = 0 ,这 
与 deg /> l 相矛盾.因此 /( x ) 无 重根. 

( 2 ) 设 F 的特征为素数么与前面一样， / U ) 有重根推出 

/’( x )= 0 •令 Q = / (x) ™ci +2c 2 x 

+ … 1 + …因此在 F 中 , Ci : 9^0 z: ^i = 0^： F=>p \ i . 
从而 + ，其中 g ( x )= c 0 +cix 

+ … + c // 6F [: r ] •反之，若 f ( x )= g ( x p )， g ( x ) 6F [ x ],] i!!l 
f / ( x )= gUnU p y = g / ( x p ) - Ar 广 1 = 0 , 于是 (/，/’）=/# l , 从 

而/'有 重根. 

定义 设 F 为域， / U ) 6FDr ]， deg /> l .称 / Cr ) 为 F 上(或 
F [ x ] 中)可分多项式，是指/( I )在 FDr ] 中的每个不可约因式均 
没有重根， 

例如 /( x )=: r 2 — 2a:+l = (: c — I ) 2 是 Q 上可分多项式，因为 
/ Cx ) 的不可约因子 U — 1 ) 没有重根. 

当 F 为特征零域时，由定理 6 的系知道， F [: r ] 中不可约多项 
式均无重根，所以 PLr ] 中每个多项式均是可分的.当 F 的特征为 
魏 P 时，下引理表明 F [ x ] 中可能存在不可分多项式. 

引理2 设 F 的特征为素数户， aGR 则 分一 a 或者在 F [ x ] 
中不可约，或者是 F [ x ] 中一次多项式的 p 次幂.并且对于前一种 
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情形， 〆 一 a 是 F 上不可分多项式. 

证明设£:为 V — a 在 F 上的分裂域，为 a 的一 
个根，则 b ^ a . 于是在 E [ x ] 中， x p - a = ix - bY •若 66 F ， 则分 
— a 为 ( X — W 6 F [ x ] 的 夕次幂 .若则？ 一 a 在 i ^ x ] 中不可 
约.这是因 为:若 

x p ~a = f ( x ) g ( x ), /fg G Fix '], deg /> l ， degg > l ， 

则 / Cr ) = ( x — 印 eF [ x ]， l ^ kKp -1. 于是 / U ) 的常数项士炉 
属于 F . 但 （ lp ) = l ， 从而 66 F . 这与假设矛盾.因 
此峽 F 时 P — a 在 FDr ] 中不可约.但是它有重根，从而 
便是 F 上不可分多项式. 

例 F = F P (0( 有理函数域).不难证明〖不是 F 中元 素的户 
次幂.由引理2即知？ 一 KFDr ] 是 F 上不可分多项式. 

定义域 F 叫完全域，是指 F [: r ] 中每个不可约多项式均可 
分.这也相当于说， PLr ] 中每个不可约多项式均无重根. 

特征零域均是完全域，而特征/>域则有如下判别法. 

引理3设 F 的特征为素数 = (这是 F 的 

子域)，则 F 为完全域 

证明若 P ^ F ， 则有由引理2知道分一 a 在 
F 上不可分，从而 F 不是完全域. 

若 F 不是完全域，则 F [: r ] 中存在不可分的不可约多项式 
/( x )， 于是/有重 根. 由定理6的系知/(1)=如+山分+…+ 
a #• 如果仏 (0« Z ) 均属于 P ，即 a { =bU F (0< z *< Z ) , J 3 U 
/ 0 ) = ( 6 。+ 61 ：?:~ 1 ^”+ 6 /：^) /) ，与 f ( jr ) 在 F 上不可约相矛盾.因 
此必有某个 a ，即 F ^ F \ 证毕. 

由引理3知 FpQ ) 不是完全域. 

系有限域均是完全域. - / 

证明设炉，我们在第二章2.7中证明了尸 

中元素均是 x q — x 的根，从而对每个 

F = jP ， 即 F 为完全域.另一种证 法是: F — V 是域的非零 
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满同态，因此是域的同构.于是 | F | = | | < 00 . 但是 F P ^ F , 从而 

F=F p . 证毕. 

定义 设 E / F 为域的代数扩张，称 《在厂上可分 ，是指 
a 为 F [ x ] 中某个可分多项式的根.这也相当于说，《在 F 上的极 
小多项式 / U ) 无 重根. （因为极小多项式 / U ) 必然在 FLr ] 中不 
可约).如果£：中每个元素在 F 上都是可分的，则称 E/F 为可分 

扩张. 

由定义即知，完全域 F 的代数扩张均是可分扩张.而 
F p it'”/F p it) 不是可分扩张，因为在 F〆 0上不可分. 

下面是可分扩张一个重要特性. 

定理7 有限可分扩张必是单扩张. 

证明 设 E / F 为有限可分扩张.则它是有限生成扩张，即£： 
= FU ，…，《„)•若 F 为有限域，则 E 亦为有限域，从而 E / F 必为 
单扩张(第二章 2. 7). 以下设 F 为无限域.我们对 W 归纳.肩 n=l 
时定理显然成立.设 n = 2，即 E ~ F ( a ，0) ， a ，^ £*，设 a 和卢在 F 
上的极小多项式分别为 /( x ) 和 g ( x ) •令 K 为 f ( x ) g ( x ) 在 E_t 
的分裂域，则在 £：[>] 中， 

r 

fix) — XX ix — ai) f a\ = aj ai K y 


g{x) = [[ (x — pj), [3i = (3j 6 K. 

由于 a 和 /3 在 F 上可分，可知 o ：£( l « r ) 彼此不同，岛 
也彼此 不同. 于是对每一组2<« 5 )，方程 

cu + Jo(3k — ai + 冲 1 

在 K 中恰好有 一解工 =( ⑴ )/(A —泽），因此在 F 中也至多有 
一解.由于 F 是无限域，从而存在士 F ， 使得、 

ai + c^k ^ a\~\~ qSi (1 ^ z ^ r,2 ^ ^ ^ 5 ). ( * ) 

令 r- ai + c ^ = a + c ^ F(a = E . 我们来证明 E = F ( r ). 显然 E 
^F(r). 另一方面，由于尽(妁 =0, /(r— 咕) =/(a) =0, 可知多项 
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式 发 O ) 和 /( r — 有公共根工=/3,并且由 （* ) 式可 
知它们只有这一个公共根.从而在 F ( r ) M 中 （ g ( x ) ， f ( r - Cx )) 
= x — 召，即 F ( r ). 因此 a = r — c ^ F ( r ). 于是 E = F ( a >/3)£ 
F ( r ) ，即 E = F ( r ). 这就对 n = 2 证明了定理. 

现设定理对 n - N >2 时成立.如果 n = N + l ， 则 E = F ( ai , 
…， ajvKaN + i ). 显然 F ( ai ，…， q ： n )/ F 是有限可分扩张.由归纳假 
设， FU ，… ，咖） = F (灼 ，因此 E = F (/?, a N +1 ). 再利用 n = 2 的情 
形即知 £/ F 为单扩张.证毕. 

关于可分扩张的进一步知识参见本章后面附录 2. 现在谈什 
么是正规扩张. 

定义 代数扩张 £/F 叫做正规扩张 ，是指 :对于 F [ x ] 中每个 
不可约多项式 /( x ) ，如果/( I )在 E 中有根，则 /( x ) 在£上分裂 
(即 / Cr ) 的全部根均在£：中，或者说成:£：包含 / Cr ) 在 F 上的分 
裂域). 

定义设是域 F 的代数 闭包心 F - n 为域的嵌入，则 aCF ) 
与 F 同构，称 〃( F ) 为 F 的共 轭域. 类似地，对于称 a ( a ) 为 a 
的共轭 元素. 如果 K 为 F 的子域而 a 为 K - 嵌入，则称 tr ( a ) 为 a 的 
K - 共轭元 素， 〆 F ) 为 F 的 K - 共轭域. 

现在我们给出正规扩张的几种刻画方式. 

引理4 设 E / F 为代数扩张.则下列诸条件彼此等价. 

(1) E / F 为正规扩张. 

(2) E 为 F [ x ] 中某个多项式集合 S 的分裂域(其定义参见 
3.1，定理4后面的注记). 

(3) E 是 F - 自共轭域，即只有 E 为 E 的 F - 共轭域. 

(4) 若《6£：，则《的每个 F - 共轭元素均属于 

证明 （1)>(2) : 令3=忪在 F 上的极小多项式 k 6£：}， 易 
证£：是 S 在 F 上的分裂域. 

/ 

(2) X 3) :设 S ^ FDr ] ，£:是 S 在 F 上的分裂域，为 E 的代 
数闭包.对于每个 F - 嵌入〜 E — n 和每个/ ( x ) 6 S ，则 /( x ) = (x 

J 
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— n )••• ( x — r w ), r { 6 E . 但是 / Cr )6 F [ x ]， 从而 

fix) = a(f(x)) = O — Wn )) …(: r —crO„)). 

由于 ^ 是单射，可知 a 为 { n ， …， r „} 上的置换.由于 E 是 S 中所有 
多项式的所有根在 F 上生成的域，令这全部根组成的集合为 R ， 
则 c 在 i ? 上的作用亦为 i ? 的置换.于是 

a ( E ) = a ( F ( R )) = FMR )) = F ( R ) - E , 

从而 E 是自共轭域. 

(3) =>(4):对 cKa ) 6 ( j ( E ) = E . 

(4) ^(1) :设 a 6 E ， /(x) 为 a 在 F 上的极小多项式， D 为 E 
的代数闭包.则 

fix) — (x — ri)^-ix — r n ) , n = a G n 6 ^ (1 ^ n). 

对于每个 ^， 由引理 1 的证明知存在 F - 嵌入 D 使得 (7( a ) = 
r z . 由⑷中假定知 d ( a )6 E ， 从而 n 6 E ( l < f < rz),EP /(^:)在£:中 
分裂.于是 E / F 为正规扩张. 

系 设 E / F 为有限扩张 ，则: E / F 为正规扩张 ㈡ £：为 F [ x ] 
中某一个多项式的分裂域. 

证明 $: f ：/ F 为有限生成的，于是 f ： = F ( ai ， …，％).设 
fi ( x ) 为&在 F 上的极小多项式，由 E/F 正规可知/, (1) ( l < t < 
n ) 均在 E 上分裂，从而 m ( x ) 在 F 上分裂•令 M 
为 / Cr ) 在 F 上的分裂域，则 M ^ E . 另方面， AOFU ，•••，〜）= 
E ， 从而 M = E ， 即£：是 / Cr ) 在 F 上的分裂域. 

由引理 4. 

注记 由引理 4 和它的系可知，若 E 是 F[:r] 中某一多项式 
(或某个多项式集合)的分裂域，则 E 中每个元素 a 在 F 上的极小 
多项式也均在 E 中分裂. 

引理 5 设 E^/FGei) 均是代数扩张，并且瓦 （ z ‘ 6 D 均在 F 
的同一代数闭包 D 之中.如果 瓦 / F ( fei )， 是正规扩张，则 
( f )&)/ F 也是正规 扩张. ： 

ier . 
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证明设《6门 艮 ，则 a 属于每个 E A e J ) ，由于瓦 / F 正规， 

从而 a 的每个 F - 共轭元素均属于 £：,• ，于是属于门这就表明 

/€/ 

( f | G ),/ F 为正规扩张. 

f J 

定义设 E / F 为代数扩张，/2为 E 的代数闭包，称 

n = n m 

WF 正规 

为 E 在 F 上的正规闭包.由引理5知 iV / F 是正规扩张.从而 iV 即 
是满足 JV 3 E 的 F 之最小正规扩域.如果 E / F 是有限扩张， 

( ai ，…， a „) •令 fi ( x ) 为 ou 在 F 上极小多项式，不难证明， / i ( x >” 
fn (: T ) 在 F 上的分裂域即是£：在 F 上的正规闭包. 

例 （2( 方)在 Q 上的正规闭包为 (2( 於^)，其中 w = e W3 . 

习 题 

1•设 F 为特征0域， /(X) 为 FCr ] 中正次数首1多项式， rfOc ) 
= (/，/)•求证: gOr )=/( x ) A / U ) 和/(工）有同样的根，并且 
g ( x ) 无重根. 

2•设 F 为特征 fi 域(户为素数) ，/0 r ) 为 Fix '] 中不可约多项 
式，求证 /( x ) 的所有根均有相同的重数，且这个公共重数有形式 

p n ( n ^0). * 

3•设 E / F 为可分扩张 ， M 为 E / F 的中间域，求证 E / M 和 M / 
F 均是可分扩张(注 :我们 在附录2中要证明其逆命题也成立). 

4. 设 F 为 特征户 域 (/) 为素数)， E / F 为代数扩张.求证 :对每 
个 a e e 均存在整数《 > o ，使得在 f 上可分. 

5•设 £：= f ； Cr ， y )， F = F fi U 〜 为素数），求证 

(1) [E : F ]= p 2 . (2) £/F 不是单扩张 .(3) E/F 有无 

限多个中间域. 

6. (1) 若 E / F 为代数扩张， F 为完全域，则与也为完全域. 

(2) 若 £/ F 为有限扩张，£：为完全域，则 f 也为完 全域. 
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(3) 若 E / F 为有限生成扩张或者 E / F 为代数扩张(不必为 
有限扩张），则 (2) 中结论是否成立？ 

7. 设 E=Q(a) ，其中 a 3 + a 2 — 2 a — 1 = 0， 求证： 

( 1 ) a 3 — 2 也是 x 3 + x 2 —2 x ~ l ==0 的根. 

(2) E / Q 是正规扩张. * 

8. 设 E / F 和 K / F 均是正规扩张，求证 EK/F 也是正规扩张. 

9. 域的二次扩张 E / F ( BP [ E ： F ] = 2) 必是正规扩张.试决定 
二次扩张的伽罗瓦群. 

10. (1) 如果 E / M 和 M / F 均是域的正规扩张，试问 E/F 是 
否一定为正规扩张？ 

(2) 如果 E / F 是正规扩张， M 是它们的中间域，试问 E/M 
和 M / F 是否一定为正规扩张？ 

11. 设 E / F 为代数 扩张.求证: E / F 为正规扩张 ㈡ 对于 F [ x ] 
中任意不可约多项式 fix') ， f(x ) 在 £ Dr ] 中的所有不可约因子均 
有相同的次数. 


3.3 伽罗瓦扩张，基本定理 


现在开始介绍域的伽罗瓦理论，这个理论的核心是谈域的扩 
张 E / F 和其伽罗瓦群 Gal(E/F) 之间的关系.在本书中我们只限 
于谈有限扩张的伽罗瓦理论. 

设 E / F 是域的扩张， Gal(E/F) 是其伽罗瓦群，即 

Gal(E/F) = {域自同构 a : E^E | aia ) = a 对每个 a 6 F} 

# 

另一方面，设 E 为域， G 为 AutE 的子群，定义 

Inv(G) — {a E \ cr ( a ) = a ， 对每个 a G G} , 

这是 £： 的子域，叫做是 E 的 G •固定子域.于是我们有两个 映射： 

Inv : {AutE 的子群 } — {E 的子域 } ， 

G — Inv(G ) ； 
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GaKE/) • { E 的子域 } — { AutF 的子群 } ， 

F — Gal ( EAF ). 

这两个映射有如下性质. 

引理 6设 E 为域，为 Aut £ 的 子群. 

则 

(1) Gi ^ G 2 ㈡ Inv ( Gi )2 Inv ( G 2 ). 

Fi£F 2 ^GaKE/FO^GaKE/^). 

(2) Inv ° Gal ( E /)( F )= Inv ( Gal ( E / F ))3 F . 

Gal ( E /) oInv ( G ) = Gal ( E / InvG )^ G . 

(3) Gal ( E /) o Inv ° Gal ( E /)( F ) = Gal ( E / F ). 

Inv ° Gal ( E /) ° Inv ( G )~ Inv ( G ). 

证明 （1) 和 (2) 由定义直接 得出. 现证 (3). 由 （2) 我们有 

[Inv 。 Gal(E/)](Inv(G)) ^ Inv(G); 

另一方面因为 

GaKE/) o Inv(G) ^ G ， 

从而由 （1) 又有 

Inv 。 （ GaKE /) 。 Inv ( G )) £ Inv ( G ). 

因此 

Inv 。 Gal(fV) 。 Inv(G) = Inv(G). 

同样证另一公式. 

引理 7 (1) 设 EAF 为有限扩张.则 

| Gal(E/F) |<[E -： F] 

(2)( Artin ) 设 E 为域， G 是 AutE 的有限子群， _ F = InvG ， 

则 [ E ： F ]<| G |. 

证明 （1) 令 £>= F ( ai ， …， a „)， r 2 为 £： 的代数闭包.由引理1 
可知 F - 嵌入的个数 <[ F ( ai ) : F ]， 每个 F - 嵌人 。： F 
( m )— X 2 扩充成嵌人 F( ai ， a2 )—D 的个数 <[_ p ( ai ， a 2 ) : F ( a 2 )], 
…，于是 F - 嵌入 E = F ( ai ，.••，％)—/}的个数<[^(幻）： F][F 
( ai ， a 2): F ( ai ) UE : jF ( ai ，…， a „- i )] = [E : l 7 ]， 特别地更有 

p 


181 



|Gal(E/F)|<[E ： F]. 

(2) 令 w =| G |. 对 m>n， 我们只需证 E 中任意 m 个元素 
…， U m 必然 F- 线性相关.记(^= •{切，…， Tjn ) ，7)1=\为 E 的恒等自 
同构.由于 m>/2，. 从而域£上关于々，…， A 的线性方程组 

m 

y ] rji ( uj)xj = 0 (1 ( * ) 

>=i 

有非平凡解 (匕 ，…， 6 m )^(0, …， 0) •设 (匕，… ，心）是方程组 （* ) 
所有非平凡解中非零分量个数最少的一个解，6, 6 Ea < j < m ). 
必要 时将％ 和 A 的下标作适当的置换，不妨 设匕关 0. 由于（1， 
K 1 心，…，坏 1 ^)也是方程组 （* ) 的解，因此又不妨设匕=1.如果 
以均属于 F， 则由 （* )中第一个方程 

m 

y^Ujbj =0 (6i = 1) 

> =1 

即知是 F 线性相关的，从而完成了证明.现在用反证 
法证明 ~6 F (2</< m ) :假如有不妨设 6 2 ^ F = Inv ( G )， 

于是有使得 rj k { b 2 )^ b 2 . 将方程组 （* ) 作用少则为 

m 

2 = 0 (1 < z < n). 

j = l 

由于 G 为群， （ 7 巧 1 ，…， 7 *%) 为 {71 ，…， ％} 的置换，从而 

m 

7 ji(uj)n k (bj) = 0 (1 ^ f ^ n). 

i=l 

这表明 (l = 0(6 l )，％(&2) ，…，少(办 m )) 也是 （* ) 的解- 于是(0，占2 — 
r / k ( b 2 ) ，…， b m — Tjk ( b m )) 也是 （关 ) 的解.由 62 #少（办 2 )知这是非平 
凡解，但此解非零分量个数比(1，心，…人冲非零分量个数要小， 
这就导致矛盾，从而完成了 证明. 

从上述两个引理我们可提出一系列问题:_(1)有限扩张 E/F 
Mat I Gal(E/F) I =[E ： F]? (2) 设 G 为 Antf： 的有限子群， F= 
Inv(G)， 何时 |G |=[£ : F ]? (3) 映射 Inv 和, GaKE/) 在何种情 
况下是互逆的？伽罗瓦理论是说:对于一类特殊的域扩张，上述问 
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题均有很好的答案，这种特殊的扩张就叫做是伽罗瓦扩张. 

定义 域的可分正规扩张叫做是 伽罗瓦扩张. 域的有限可分 
正规扩张叫做 是有限伽罗瓦扩张. 本讲义只谈有限伽罗瓦扩张. 

注记 （1) 我们只对代数扩张才定义正规性和可分性，因此 
伽罗瓦扩张均是代数 扩张. 

(2) 当 F 为完全域时， F 的正规扩张即是伽罗瓦扩张.例如 

(於， 0>)/2是可分扩张（由于2为完全域），（其中又是正 

规扩张(因为 0( 於， d 是: T 3 — 2在2上的分裂域），于是为伽罗瓦 

扩张. (2(^2)/0 可分但不正规, PW ' O / 心⑴ 正规但不可分，从而 
均不是伽罗瓦扩张. 

现在给出有限伽罗瓦扩张几种不同刻画方式. 

定理8 设 E / F 为域的伽罗瓦扩张，则下面三条件彼此 
等价 • 

(1) E / F 是有限伽罗瓦扩张. 

(2) E 是 F [ x ] 中某个可分多项式在 F 上的分裂域. 

(3) 存在 AutE 的有限子群 G ， 使得 F = Inv ( G ). 

进而，当 （1) 成立时，令 G = Gal ( f ： AF )， 则 F = Inv ( G ). 于是 

I Gal ( E / F ) | = [E ： F ]. 

而当 (3) 成立时，即 F = Inv ( G ) 时，则 G = Gal ( E / F ). 

证明 （1»(2):由于 EAF 是有限可分扩张，从而是单扩张， 
E = F ( a ). 令 a 在 F 上的极小多项式为 f ( x ) ，由于 a 为 F 上可分 
元素，从而 / Cr ) 是 F [： r ] 中可分多项式.由于 E / F 正规可知£:包 
含/⑴在 F 上的分裂域，于是 E 也就是 F [ x ] 中可分多项式 / U ) 
在 F 上的分裂域.最后，由定理5的系2即知 

| Gal ( E / F ) l =[ E ： F ]. ‘ 

(2)=>(3):设 E 是 F [ x ] 中可分多项式 f ( x ) 在 F 上的分裂 
域，则 £/ F 为有限扩张•令 G = Gal (£：/_ F )， 由定理5的系2知道 
| G | = : F ] ，从而 G 为 AutE 的有限子群.令矿 = Inv ( G ) ，则 E 
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于是 £ 也是 /(x) 在圹上的分裂域.由于 /Or) 无重根， 
由定理5的系2 

| Gal(E/F r ) |= [E ： F 7 ]. 

但是 

GaKE/F 7 ) = Gal(£/) o Inv(Gal(£：AF)) = Gal(E/F) = G, 
于是 

[E ： F 7 ] = I GaKE/F 7 ) | = |G| = [E ： F], 

再由铲 3F 即知〆，即 F=Inv(G)， 而 G 为 AutE 的有限 
子群 • 

(3)4(1) :设 G 为 AutE 的有限子群， F=Inv(G) ，由 [E : F] 
<|G| 可知 E / F 为有限扩张.设 a6E，/Cr) 为 a 在 F 上的极小多 
项式.令 {n= a ，r 2 〜 ，〜 }为《在 G 中元素作用下得到的全部象元 
素，则 n 6£且两两不同.令 

m 

g(x) = JJ Cr —r* )， 

: =i 

对每个 a6G，/(a(a))=(j/(a) = a(0) = 0, 这表明 n(l<f<m) 均 
为 /U) 的根，从而〆 x)|/U). 又由于 j 作用在 {n， …， r m } 上为 
置换，从而 

m m 

aigix)) == JJ (x —(rCn)) = JJ (x — r { ) = g(x) 

1 = 1 1 = 1 

于是〆 x) 的诸系数均属于 Inv(G)=F ，即 g ( x ) eFlxl 但是 
/⑴为 F[:r] 中不可约多项式而 g ( x )\ fCx ) ，从而 

gix) = fix) = (x —r!)"*(x —r m ). 

由于 n 两两不同，从而 f (工)是 F[x] 中可分多项式.于是 E 中元 
素 a 在 F 上均是可分的，从而 E / F 为可分扩张.进而，由于 n 6 E 

，从而 /(x) 在 E 上分裂.也就是说，每个 F[；r] 中不可 
约多项式 /(x) 若在 E 中有根《，则必在 E 上分裂，于是 E / F 为正 
规扩张.从而 E / F 是有限伽罗瓦扩张.于是 ^ 

Gal(E/F) = GaKE/InvG) ^ G, 
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从而 

[E ： F ] = I Gal ( E / F ) |^| G |^[ E ： F ], 

从而 

Gal ( E / F ) = G . 

系 若 E / F 为有限伽罗瓦扩张， M 为 E / F 的中间域，则 £：/ 
M 也是有限伽罗瓦扩张. 

证明 由定理8的 (2) 即知. 

定理9 (基本定理）设 E / F 为有限伽罗瓦扩张， G=Gal 
( E / F )， r = { G 的全体子群 } ， S = { E / F 的全体中间域(包含£：和 
F )}. 则 

(1) Inv : r — S 和 GaKE /) : E —厂 是互逆映射，从而给出集合 

2与厂之间的反序 一一 对应. 

(2) 设 H ” H 2 er 9 M r = Inv ( H ) ( f = l ，2)， 则 

InvCHi [j H 2 ) = Mi f ] -^2 9 
Inv(Hi f ] Hz ) = MiM 2 . 

其中氏 u 为由氏和 h 2 生成的 g 之子群， mm 2 表示域的 
合成 • 

(3) 令 wer 对应于 Me E (即 inv ( w )= M ， h = g ^ ke / 
M )). 则 [£: M ]=| H |，[ M : F ]=| G / H |( 如图所示), 

E 

I 

( Inv ( H ) = )M 

i 

F 

⑷ H 为 G 的正规子群 ㈡ M / F 为伽罗瓦扩张.并且在这种情 
况下 GaKM /’ F ) 兰 G / H . ’ 

证明 （1) 当 M 6 S 时，由于 E / M 为有限伽罗瓦扩张，从而 

由定理8的后半部分， Inv ° Gal ( f ：/ M ) = M . 同样地，若 Her ， 则 

# 

E / Inv ( H ) 为有限伽罗瓦扩张并且 > 

GaKE /) ° Inv ( H ) = H . 


{ l }(= Gal ( E / E )) 

I 

H (= Gal ( E / M )) 


G (= Gal ( E / F )) 
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因此 Irw 和 GaKE /) 为集合 厂 与 S 之间互逆映射，从而均为一一 
对应，而反序性是由于引理6的 (1) 即得. 

(2) 由反序性可知:压 UH 2 为同时包含托和的最小子 
群，它应当对应于同时包含在 M 和純之中的最大子域，即对应 
于风门]^ 2 .类似可证明另式 • 

(3) 显然 • 

(4) 若 M = Inv ( H )， 则对 aGG ， 

InvCaH ^ 1 )^ {a e E \ dia~ Y ( a ) = a ，对每个 A 6 

= {a G E I ha - 1 ( a ) = ( T 1 ( a ) ，对每个 h e H } 

={^( a ) e E I h ( a )= …对每个 he H } 

= 

即 H 的共轭子群^故― 1 对应于 M 的共轭域 a ( M )， 因此： 

H 为 G 的正规子群 ㈡ (对每个 jGG ) 

㈡ a ( M ) = M (对每个 o ^ G ) ( * ) 

令 D 为 E 的代数闭包，从而也是 M 和 F 的代数闭包，设 r : 
M -^2 为 F 嵌入，则可扩充成 F - 嵌入 a : E -^0. 由于 E / F 正规， 
因此，即 

a e Gal ( E / F ) - G . 

于是若 （* ) 式右边成立，则 r ( M ) = cr ( M )- M , 即 M 为 F - 自共轭 
域，即 M / F 为正规扩张.另一方面，由于 f ：/_ F 可分，从而 M / F 也 
可分，于是 M / F 是伽罗瓦 扩张. 反之若 M / F 为伽罗瓦扩张，对每 
个 KG ， 刹 M 为 M 到 Q 中的 F - 嵌入，由于 M / F 正规可知 WM ) 


最后，如果 （* )式右边条件成立，作映射 

(p •• Gal ( E / F ) — Gal ( M ) AF )， cy^a \m 

(由 ( t ( M ) 可知 ct I M e Gal ( M / F )), 这是群的同态，并且 

^6 Ker f ㈡ c | M 为 M 的恒等自同构 

㈡ ex G Gal ( E / M ) ， ， 

即 •' 
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Ker ^> = Gal ( E / M ) 

于是诱导出群的单同态 

Gal ( E / F )/ Gal ( E / M ) ^ Gal ( M / F ). 

但是 

I Gal ( E / F )/ Gal ( E / M ) |= 接; 泛 

- [M ： F ] = | Gal ( M / F ) | , 

从而有群同构 

Gal ( M / F ) ^ Gal ( E / F )/ Gal ( E / M ) = G / H . 

以上便是域的伽罗瓦理论中的基本定理.这个理论由伽罗瓦 
于1830年前后发现，1894年狄德金在为狄里克雷 ( Dirichlet ) 《数 

论教程》一书作的第11个附录中对这一理论作了系统阐述，并且 
更强调域论侧面.1948年阿廷所写伽罗瓦理论讲义成为后人的样 
板.我们在下节讲述方程的伽罗瓦群，它更接近于伽罗瓦的原始想 
法.在这之前让我们举一些例子. 


例 1 E=QiHE 是 ( x 2 —2) U 2 — 3) 在 Q 上的分裂域， 
从而 E /0 为有限伽罗瓦扩张.易证#€2(4)，因此 [£ :: Q]-lQ 
(72,73) ; e (72)][ eG /2) : 2]=4，从而|0也£：/2)1 =4. G-Gal 
(E/Q) 中每个自同构 a 由它在#和#上作用完全决定，由于 a(^/2) 


±#，= 从而 G 中四个元素可列成 下表: 



n 

/3 

ffl 

72 


02 


73 

<y\ 02 

~4i 


1 

72 

： 73 


于是 \( Ji =( T 2 = l 9 _2=咖1〉， 即为两个 2 元群的直积. 
G 有三个2阶子群，分别由^ ，仍和 所生成.由 G 的全部子群 

t 
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我们得到 _E/2 的全部中间域.例如子群〈(7^2〉对应中间域 Q(#)， 
这是因为 

= o " i ^( v ^) • cyicf 2 ( v ^) 

=(— V 3) (—72) == 76, 

从而 2(76) ^ Inv(<t7iCT2>) ; 

但是 [Inv((Tia 2 ) ! G]= [G : <(71CT2>] 

= 2 = [0(76) : Q ]， 

所以 2(6) = InvUc?^〉）. 

整个子群和中间域对应关系可绘成如下的图 8: 


(域) 


E=QW2 ,V3) 


Q(v5) Q(76) 0(73) 





(群) 



<CTl > <«Tl ^CT2 ) <CT2 ) 



E/Q 应当为单扩张.考虑元素#+#，它在 G 的作用下共有 
四个共辗 元素： ± n ± B ， 因此在 Q 上的极小多项式为 

(X — a/2 " 一 V^) (x ~\-y[2 一 V^3) (^' 一 \/2 + (x +V^ +V^) 

= ( x 2 +5 + 2 v ^)( x 2 +5 — 2 v ^) 

==x 4 + 10x 2 + 1 ? 

从而 

[0(72+73) *- e ] -4., 

但是 


因此 


E^0(V2+V3), [E ： Q] r 4 ? 
E = 0(72+73). 



例 2 w )， o >= e 2w73 , £ 为 x 3 —2 在! 2 上的分裂域， 

因此 E / Q 为伽罗瓦扩张，并且 [£： : Q ]=6. (一方面 

[E ： Q] - [2( 方，⑺）： Q(oj)TQCcv) : 2] < 3 • 2 = 6; 

另一'方面， 

2 - LQ(co) : Q] I [£： Q], 

3 = [_Q(B) : 2] I [£ : 21 

于是 6|[ E : Q ]， 即 [ E : Q ]>6 .从而 [£：: Q ] = 6). 


G - Gal ( E / Q ) 中六个元素由在於和〜上的作用所完全决定，但是 

对 Hco 或为 o / w ( o >) = W 或⑴ 2 ，于是 G 中六个 
元素列成 下表： 


\v 

AwaX 

H 

■ 

B 


«3 =^2C0 2 

置换表示 

(y\ 

m 

⑴ \ 

9 

Of 

^/2aj 

z 4io} 

1 

02 


2 

W 

CD 


^co 

(a2 a3 ) 

(73 

^2co 

CO 

o} 

z 4iof 

n 

(a\a2a3 ) 

(J\ 

: \f2co 

a/ 

OJ 

n 


(ai ( 12 ) 

Cf5 


OJ 

9 

Of 



(aiazaz ) 

06 


CO 2 

CO 

^2oj 


(aia3 ) 


由最后一列 G 的置换表示，可知 G 同构于: r 3 —2的三个根 ax , 
a 3 的对称群 S 3 . 它的全部子群以及对应的中间域如图9 所示： 



其中交错群 A 3 是 S 3 的正规子群，从而 Q ( w )/ Q 为伽罗瓦扩张. 
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〈心⑽）〉，〈（0：20：3)〉 和 〈（0：10：3)〉 为 G 的三个共轭子群，对应 Q (^2 

J)，Gd) 和 Q (於)是彼此共轭的三个域.最后， E/G 是单扩张， 
E=Q(co+^/2). 


例 3( 分圆域）设户为奇素数 0> l，S =^= e 2 _”， £：= 
Q (0 为1的分裂域，从而 £：/ Q 为伽罗瓦扩张.（为 

f(x)= (x pn — 1 )/ (x pn ~ l — 1 ) 

=X ㈣厂 1 +Z ㈣广 1 + …+， 1 +1 


的根，令 g(x)=/Cr+l)， 则 


gCr) 


(x+l) p -1 
(x+l)^—l 



= x(n) 广 1 (modp). 


换句话说，多项式 gCr)eZ [x] 展成: r 的多项式之后，除首项系数 
为1外其余系数均为 f 的倍数.又由于发(0)=/(1)=办从而 
g (: r) 的常数项 g(0) 不为〆的倍数.由爱森斯坦判别法可知 ^(x) 
从而 /U ) 是 2[ x] 中不可约多项式，于是 /(x) 是〔在0上的极小 
多项式，而 [£ : Q ] = < p ( p fl ) = ( p - l ) p n ~\ 像定理5系2后面的例 
1所作的那样，可知 G=GaK £/0) 同构于，从而 Gal ( E / 
2) 是阶循环群.例如对 = 则 Q^)/Q 的伽罗瓦群是由 
a 生成的6阶循环群，其中为模9的原根).于是子 
群和中间域的对应如图10 所示： 


Q ( r 9 ) 




例 4 有限域尽 ( g=r，w>l) 的每个有限扩张均是有限域 
190 



☆ G >1) .由于☆是 〆 一1 在圮上的分裂域，因此有限域的有 
限扩张均是伽罗瓦扩张. 

例 5 设 K 为域，，…， x „) 是域 K 上关于文字 a ， 
…，的有理函数域. Xi ，…，: c „ 的初等对称函数是 

n 

Pl = 

? = 1 

p 2= X ) lA ， …， 

Pn ^ X l X 2 — X n . 

令 K ( pi , •••, Az ). 由于 E 是 / ( x ) — x n — p \ x n ~ l +- 

(—= ：d )•••(:?:— 工„)在 F 上的分裂域，而 /(X) 的根: Ci ， 
…，〜 彼此相异，从而 E / F 为有限伽罗瓦扩张.我们来决定 G = 
GaKE / F ) •以 S „ 表示{々，…， jc ] 的对称群•对于 c ；6 S „， 

fioci ，…，: r „) G K(xi ’…， x „) = E 
(即/(力，…，: r „) 是有理函数），定义 

〆 /(々，…， X „)) = /( 〆 々），…，(7(心））， 

易知 AutE . 由于九，…，久是 x 〗 ，…，的对称函数，从而 
a ( p z )= Pi ( Ki < n ). 于是 二 Gal ( EAF ). 于是 S „ 成为 G 的子 

群.但是 I S „ I !，而£：是 ; z 次多项式 /( x ) 在 F 上的分裂域，从 
而 | G 卜 [£: F ]< rz ! 这就表明 G = S „. 

这里我们顺便证明了 K ( pi , •••, p n )= F = lnw ( S „). 换句话 
说， KX ^ ，…， ： c „) 中关于 a 对称的有理函数必然是 pi ，…， 
Pn 的有理函数. 

习题 

* • 

♦ 

1•设 E = QUl 扎 u )， u 2 = (9 — 5#) (2- V 2). 求证 E/Q 是 
伽罗瓦扩张，并决定伽罗瓦群 GaKE /6). 

2.设 E = C ( t ) (有理函数域 ） ,^,re Gal (£/0) ，其中 〆 0 = cot ， 
co = e zm M = r l MC 为复数域. 求证： 
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(1) r 和 ( X 生成的群仏是 GalCE / C ) 的 6 阶子群. 

(2) Inv ( H )- C (^ 3 + r 3 ). 

3. 设域 F 的特征为素数户 aeG = G a l ( FCr )/_ F ) ，其中 ^( x ) 

= x + l . •令 H 为由 a 生成的 G 之子群，求证 | =久试问: 

Inv ( H ) = ? 

4. 设域 F 的特征为素数户， a 6 F . 求证： 

(1) 分 一 x — “为 FDr ] 中不可约多项式 ㈡ 不存在 c 6 F ， 使 

得 a = c p — c . 

(2) 如果 : r — a 在 F [ x ] 中不可约，令 a 为 : r — < 2 的 

一个根 • 求证 F ( a )/ F 为伽罗瓦扩张.试决定伽罗瓦群 Gal ( F ( a )/ 
F ). 


5•设 L 和 M 均是域£：的 子域.求证: 如果 L/L fl M 为有限伽 
罗瓦扩张，则 LM / M 也为有限伽罗瓦扩张，并且 

Gal(LM/M) ^ Gal(L/L fl M). 

6.设 E / F 为有限伽罗瓦扩张， iV 和 M 为中间域， E 2 N]M 
3 F ， 并且 N 是 M 在 F 上的正规闭包. 求证： 

Gal (E/iV) = O oG^KE/M)a-\ 

ceGaKE/F) 

7 •设 E 为乂 一 2 在 2 上的分裂域 • 

(1) 试求出£：/2的全部中间域. 

(2) 试问哪些中间域是2的伽罗瓦扩张？哪些域彼此共 
轭？ 

I 

8,卜3，求证是伽罗瓦扩张.求 G = Gal (2(()/ Q . 
列出 G 的全部子群和它们对应的 0(0/2 的中间域. 

9•对 （= e 2 ^ 做习题8中的事情. 

10•设72为大于2的整数^ = e 2 ^ ，为实数域，求证 : Q ( p 

nR=Q(^ + ^ 1 ). 

f 

11 •设户 为奇素数，求证 2( G ) 有唯一的二次子域 K (即 K 为 
2( G ) 的子域并且 [K : QJ =2 .) 进而， K 是实二次域(即 K ^ R ) ^ 



pEl(mod4). 

12 . 设 E / F 为有限伽罗瓦扩张.如果所有中间域 K ( F ^ K ^ 
E ) 对于 F 均有相同的扩张次数 [K : F ]， 求证对于这些中间域 K ， 
K / F 均是伽罗瓦扩张. 

13. (1) 求证 QiMM ， 芯 VQ 是伽罗瓦扩张.并求此扩张的 
伽罗 瓦群. 

(2) 求元素在2上的极小多项式. 

(3) 求证 v ^ ee ( v ^+/ i ^+/ i ^). 

(4) 求#十#在 (2( W + v ^+/ H ) 上的极小多项式. 


3.4 方程的伽罗瓦群 

定义 设 F 为域， / U ) eF [: r ]， deg /( x )> l，E 为 / Or ) 在 F 
上的分裂域.我们已经知道 Gal (£：/ F ) 与分裂域£：的选取无关，而 
是 /( x ) 和 F 的特性，称作是 多项式 / U ) 或方程 f ( x )=0 在域 F 
上的伽罗瓦群 ，表示成 Gal (/) 二 Gal (/， F ). 

iS f{x) = {x-~ri)---{x~r n ), r 々 E ， E=F(r x 心）， 则 
每个 ^ GaK /) 为 { n ，…， r „} 上的置换，并且 a 由这个置换所唯一 
决定.因此也可把 Gal (/) 看成是 ( n ，…，^)的对称群 S „ 的子群， 
参见前节末尾的例2和例 5. 我们再给出两个例子. 

例1设 F 为域， n 为任意大于2的整数 . F 的特征为0或者 
为素数 p 氏设 E 为/一1在 F 上的分裂域.由对 F 特征的假设 
可知 ^-1 为可分多项式，从而 E / F 为伽罗瓦扩张.设 D 为 E 的 
代数闭包，而 D 中存在元素（=匕，其乘法阶为 n . 这是因为 ，令？ 2 
=钟…於是 7 Z 的素因子分解式，其中 p )_， …， p ' r 为彼此不同的素 
数则方程 

(x p{Sl — l)/(x PiSl — 1) = 1 

+工(巧— 2 )鲈4 H —— h ^ irl 十 1. 
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而 n 中有根，它的乘法阶为於而 

r 

? = II 

i=l * 

的乘法阶为"，于是尸 一 1= ( x — 1 ) ( x — 〔) （ x — p ) … m ， 
从而 E = F (1， 〔，…，广 D ^ i ^ AGaKE / F ) 中每个元素 a 由在 （ 
上的作用所决定.由于也为乘法 n 阶元素，从而 〆 ？)=匕（/， 
n ) = l . 我们将此自同构记为〜从而得到群的单 同态： 

Gal ( E / F ) ^ ( Z / VzZ ) * ❿ — Z ( modn ). 

换句话说， Gal ( E / F ) 是 ( Z / nZK 的子群，从而是有限阿贝耳群.于 
是 f ( x )^ x n — 1在 F 上的伽罗瓦群 Gal (/) 是根集合 { 1，，…， 
f 一 U 上置换群 S „ 的一个阿贝耳子群. GaK /) 中每个元素 c 看作 
{1，（，…， r — i } 上的置换有形式: 〆 (0«"—1)，其中 Z 
为与 n 互素的整数.注意 GaKE / F ) 不必为整个群 ( Z/nZV •比如 
当时，，从而 Gal ( E / F ) 只是一元群. 

例 2设： r ” 一 1 在域 F 上分裂，并且根1， G …， r _] € F 两两 
相异. aeF ， £：为 a 在 F 上的分裂域•令 b € E ^ x n — a 的一 
个根，则 a 在 f ： 中有 n 个不同的根6，吣…，< _1 ，因此 £/F 
为伽罗瓦扩张并且 f ：= F (6) • Gal ( E / F ) 中每个元素 a 将6映成 
它的 F - 共轭元素叱，将这个 cr 记成 a ，则因为 p e F ，从而 

CT /(/^ ； ) = C 7 i ( b )^ = b ^ j . 

设一为 Gal (£,/ F ) 中两个自同构，则 

= (7i(b^ k ) = — Gi\k (^) » 

因此我们得到群的单同态 

Gal ( E / F ) — Z AZ (右边为加法群). 

(5 i -^ z ( modn ) , 

于是 Gal ( E / F ) 为加法群 Z ,/ M 的子群.因此是循环群，并且 
| Gal ( E / F )| 除尽 n . 

一般地，设为有限伽罗瓦扩张，如果 GglCE / F ) 为阿贝耳 
群，则称 E/F 为 阿贝耳扩张. 如果 Gal ( E / F ) 为循环群，则称 E/F 
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为循环扩张.例 1 中 E/F 为阿贝耳扩张，而例2中 E/F 为循环 
扩张. 

引理8设域 F 的特征关 2，/(x) 为 F[x] 中首1多项式， 
degf(x) 并且 /U) 无重根. 令 E 为 f(x) 在 F 上的分裂域， 

f(x) — (x—r 1 )^ t (x—r n ), r £ 6£ ，= F(ri ,•••, r n ) 9 Gai(/) = Gal 

(E/F) 看作是 S„ 的子群(即 {n, …， d 上的置换群).令 

D= If (n — n )， 

则 GrKE/F) 的子群 GaKE/F)OA n 对应的 E/F 之中间域为 
F(D)， 于是： 

Gai(/)CA W F 

证明因为 


1 … 

> • • • j 

n … 

… r n 

D = 

• • • 

• • • 

rf l … 

… rT 1 


因此当 (T 为奇置换时， a(D) =—D. 而当 CT 为偶置换时，〆 D) =D. 
于是 Inv(F(D))=Gal(E./F) flA„. 证毕. 

令 

d = D 2 = XX (n —O) 2 ， 

则对每个 creGal(f：/F)，c；W)^7a)) 2 = ( 士 D) 2 =A 因此 
称 d 为多项式 /U ) (在 _ F 上)的判别式，表示成 d ( f ). 于是由引理 

8 可知: Gal(/) RA„ 对应的域为 F(7J) ，并且 

Gal(/) d A„ 4 d G J 7 ㈡ d e F 2 ， 

由判别式的定义又知:成 /)=0 ㈡ /(x) 有重根.下面给出^(/)的 
一种具体算法 :由于 

/(X)= + p l X Tr ~ 2 - K- lYpn 

— (x —rXx —r „)， 


195 







从而 



1 •• 

• • • • 1 


1 n 

… rf 1 

d(/) = 

T\ •• 

• % • 

•… r n 

• « • # 


1 r 2 

… rT 1 


rr 1 •• 

• • • • i 


1 r n 

- r^ 1 


So 

Si 



Si 

S 2 

• • • 

s n 

^ rj —1 

S n 

• • • 

^2 rt —2 


其中& =为 r l ，•••，&的对称多项式.从而可表示成初等对 

! = 1 

称多项式 pi， …， p n 的多 项式. 事实上 

s Q ~ n, si = s 2 = pi — 2p 2 > 

‘ S 3 = P 3 1 —ip\p2 +3 p 3 ， 

54 = pi —^plp2 +^plp3 +2pl 一 4 九 ，…. 

当 n =2 时 ，/( x ) = x 2 —户#+户 2 6 F [: c ]， 从而 


d = ddf)= 


2 

pi 


pi 

p\— 2p2 


= p \ — 4 p 2. 


设 E 为 /Cr) 在 F 上的分裂域，则 E=F(V^), 于是当 deF 2 0f, 
Gal(/) = {1} •而 时， Gal(/)=S 2 (二元群)•当 n = 3 时， 

/ [x] =X 3 —p]X 2 +p 2 X — p3 G F[：C ] ，贝 !] 


d = d ( f )^ 


So 

Si 

i ，2 

Si 

S 2 


S 2 


S 4 


= —4 ： pip2 + pi p3 + I&pip2p3 —4p2 ― 27 pi. 

特别对 / u )= x 3 +/> x + w 则 rf (/) = —4 f —2 V . 为了求三次方 
程的伽罗瓦群，我们需要如下的引理. ， 

引理 9 设 F 为域， /(X) 为 F[X] 中首 1 多项式， deg/(x)=n 
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>1， E 为 / Or ) 在 F 上的分裂域， 

fix ) = O — n ) …（工 一 〜）， 

n 云 E = F(n 

n ( l « w ) 两两相异•则 / O ) 在 F [ x ] 中不可约 ㈡ Gal (/) 在 { n ， 
…， r „} 上传递. 

证明 A 设由于 /( x ) 在 FO ] 中不可约，从而 

有 F 同构 PXnOifXr ,) ^( r :) = r , ，然后 a 可扩充成 

Gal ( E / F ) = Gal (/)， 

于是 r / Cn ) = ( r ( r £ ) = r - j , 

这就表明 Gal (/) 在 { n ，…， r n } 上传递. 

设 Gal (/) 在 { n ，…， r „} 上传递，/:⑴为^在？上的极小 
多项式，则 ，( x ) 在 F [ x ] 中不可约，并且/!(^)=0.对每个 i 均 
有 aGGaK /) 使得 〆 = 于是 

0 = j(/i(ri)) = /iCaCri)) = /i(r t ) (1 ^ t ^ n). 

由于 n ，…， r „ 两两不同，从而 / i ( x )=/( x )， 即 /( x ) 在 F |>] 中不 
可约. 

系设 / Or ) 为 F [ x ] 中三次不可约多项式，则当 d ( f ) eF 2 
时 GaK /)= A 3 , 而成 /) 茫 P 时 Gal (/) = S 3 . 

证明 由于 S 3 的传递子群只有 A 3 和 S 3 , 再由引理8即证. 
对于 w = 4•设 / Cr ) = X 4 —/h X 3 + X 2 — p 3 X+ 户 4 6 F [: C] 为不 

可约多项式.为简单起见设 F 的特征为 0， E 为 / U ) 在 F 上的分 
裂域，则 E / F 为伽罗瓦扩张，并且 

Gal ( E / F ) = Gal (/> 

为、 的传递子群 . S 4 的传递子群共有以下五种 : 5 4 ，灵 4 ，认（正方 
形对称群，为8阶群，即是〈（1234)， （12) (34) >以及其共轭子群）， 
CM 阶循环群，即是〈 （1234) > 以及其共轭子群)，和 { 1， （12) 
(34) ， （13) (24)， （14)(23)} (这是 S 4 的正规子静).，这里 (1234) 表 
示 ( W 3 r 4 ) 等等， n ， r 2 ， r 3 ， r 4 是 / Cr ) 的4个攝•令 



a = nri +r 3 r 4 , 
nr 3 +r 2 r 4 ， 

7 = nn +r 2 r 3 . 

不难验证， 只《，^，}0 的固定子群为 Gal (/) HW ， 于是 

GaKE / FG ^，/)) = Gal (/) 门 W ， 

这是 Gal (/) 的正规子群，从而 F ( a ，/?， y )/ F 也是伽罗瓦扩张，并且 

Gal ( F ( a ,/3,7)/ F ) ^ Gal (/)/ Gal (/) 门 W . 

可直接算出： 

g(x)~ (x — a)(x—0)(x — y) 

== X 3 ~p 2 X 2 + (pips — 4 夕 4 )X 

—plpA ~~ pi +4/?2 / >4 6 Fix'] ( * ) 

于是 F ( a ， p ，>0 是 g ( x ) 在 F 上的分裂域.令 

m = [ F ( a ,/3,7) : F ], 

由于 Gal ( F ( a 4, y )/ F ) SS 3 的子群，从而 m 为 6 的因子，经过细 

致的分析可以证得如下的结果，(推导过程从 略）： 

m = 6 ㈡ Gal (/) = S 4 ， 

m = 3㈡ Gal( /) = A 4 ， 
m = 1 ㈡ Gal(/) = W . 

最后当 m ^2 时，如果 / Cr ) 在卩(《，/?， 7 )[工]中不可约，则 G = D 4 . 

如果可约则 g = c 4 . 

例 /= x 4 +4: r 2 +2 为2[工]中不可约多项式. 

由（ * ) 式算岀 ( i — a )(: c — /3)(工一力二工 3 — 4 x 2 —8： r +32 =(:c —4) 

( x 2 —8) •因此{«，卢，为={4，±2#}， Q ( a ,/3, y )= fi ( V 2), m =2, 

于是 Gal (/) = D 4 或 C 4 . /的 根为土 y _2±#，. 因此 / U ) 在 
2( A ) 中 可约： 

/ ⑴ = ( x 2 - (- 2 +^/ 2 )) (^： 2 - (- 2 - 72 )) , 

于是 Gal (/)= C 4 . , 

对于更高次不可约多项式 fix), 决定 fix) 的伽罗瓦群是一 

I 
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个困难问题，这方面的一般性结果不多，下面是其中的一个. 

引理 10 设 /U) 是 2[x] 中 f 次不可约多项式，户为素数，并 
且 /(x) 恰好有两个复根•则 /(x) 在 g 上的伽罗瓦群 Gal(/) - 


证明 设£:为 / U ) 在2上的分 裂域. 

/(x) = (x~ri)'-(x — r p ). 

由于 [2( n ) : ,2]=^，从而 

P\LE--Q]=\ Gal(/) |. 


从而 Gal(/) 中有 p 阶元素 a 但是 Gal(/) 为 S p 的子群，而心中 
P 阶兀素必是 长为夕 的轮换，即 cx = (l > ；2“V/>) •另一 * 方面， n ，…， r p 
中恰好有两个是共辗复根，不妨设为 n 和 r 2 •令 c 的复共轭自同 
构在 E 上的限制为 r6Gal(/) ，则 r= (1 2) ，由于必存在々使 


^ = (1 24 … k) ， 

于是 Gal(/) 中有 r =(l 2) 和 V = (l 2i 3 …熟知 a 和V生成 
S ，于是 Gal(/)=S P . 

例 由爱森斯坦判别法知 /( x )=_ r 5 —4 r +2 在 0 Cr ) 中不可 

约. 通过初等微积分计算可知它恰有三个实根，于是由上述引理可 
知X 5 —4x+2 在 g 上的伽罗瓦群是 S 5 . 

一个著名的问 题是: 任给一个有限群 G， 是否有域的伽罗瓦扩 
张 E/F， 使得 Gal(E/F)=G? 如果对基域 F 不加限制，这个问题 
是容易解决的.因为令 |G|=«， 则 G 自然地同构于 S„ 的子群.设 
K 为任意域， a ，•••，〜为„个文字，九，…，九是它们的初等对称 
函数 • 根据上节最后一个例子， KOi ， …， x n 、 jKXp '、 …， 久）是伽 

罗瓦扩张，并且其伽罗瓦群为 S„ •设5是乂的子群并且同构于 
0，]\^=1!^(^)，则由基本定理，1<；0 1 ，-"，：0/]^为伽罗瓦扩张并 
且其伽罗瓦群为 G^G, 于是 E ^ KCxx ，…， ) ， F = M 即为所求. 
但是如果我们限定基域 F， 则问题会变得相当困难，例如对于 
0的 情形： 
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对每个有限群 G ， 是否存在伽罗瓦扩张 E / Q ， 使得 Gal ( E / Q ) 
= G ? 

1954年苏联著名数学家沙瓦列维格 （ IUaOap ^ mi ) 利用群论 
和代数数论一些深刻结果，证明当 G 为有限可解群的时候答案是 
肯定的.而对任意有限群 G ， 此问题至今未解决. 

习 题 

1 . 设 F 为实数域 i ? 的子域. /( x ) 为 FDx ] 中三次不可约多项 
式.求 证:若 以/)>0,则 / Cr ) 有三个实 根:若 rf (/)<0, 则 fix ) 
只有一个实根. 

2. 决定 /( x ) 在域 F 上的伽罗瓦群，其中 

(1) /(工)=工 4 —5, F = Q ， 或 

(2) /( x )= x 4 —10 x 2 +4， F = Q . 

(3) fix ) = x 5 — 6 x +3, F ~ Q . 

3 . 设 /> 为素数， KG ， 为 2[ x ] 中不可约多项式•求 证: 
分一 a 在 (2 上的伽罗瓦群同构于元域上2阶一般线性群 
GL (2， PV ) 的子群 

礞 

1 C I ^ F p >. 

4 . 证明 e (^2 d + o )/ e 是四次循环扩张，其中 

附录 3.1 n (>5) 次一般方程的根式不可解性 

现在，我们利用伽罗瓦理论研究本章一开始所谈的原始问题， 
即 n 次代数方程是否有一般的求解公式？确切地说 ，一 般方程 

x n +aix n ~ l + ••• +a„ = 0, a z - 'G -F 

的 n 个根是否可用域 F 中元素通过四则运算和开根号表达出来? 
更明确的表达方式则是如下的定义. ; 

定义 域的扩张 E / F 叫做是 根式扩 张是指 E =_ FW )， 并且存 
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在自然数 n 使得 a 6F， 即 E = F ( 7 ^) ,aGF. 

定义设 F 为域， /(x) 为 F[x] 中首一多项式， deg/>l ， E 为 
/U) 在 F 上的分 裂域. 方程 /(x)=0 叫做在域 F 上根 式可解 ，是 
指存在域的扩张序列 

( OF = G F 2 C … G 〜= K 
满足如下两个 条件： 

(1) E +1 AF: (l<;<r) 均是根式扩张，即 

F m = FiO / a~),ai 6 F , 

序列 （*) 称为根式扩张 序列； 

( 2 ) ECK. 

条件 (1) 是说从域 F 扩张成 K 是由有限次添加元素的根号而 
得到的，条件 (2) 是说 fix ) 的全部根均在 K 中，因此,这两条件就 
相当于说 /U)=0 的根可通过 F 中元素的四则运算(域中运算） 
和开根号方式表达出来. 

为简单起见，像古典情形那样我们设 F 是特征0域. 

例二次方程： r 2 + a:c+6=0, a，66F， 的两个根为 

X = •!■(—<2±y<2 2 —46). 

与它对应地可构作根式扩张序列 

F — Fi ^ P 2 = E ， F 2 = F\ (\/a 2 — 46). 

本节我们要证明的主要定理是 

定理 1设 F 为特征0域， /(x) 为 F[x] 中首一多项式， deg/ 
>1•则 /(x ) =0在 F 上根式可解当且仅当 /Or) 在 F 上的伽罗瓦 
群 Gd(/) 为可解群. 

让我们首先回忆第一章中关于可解群的定义和几个简单性 
质.设有限群 G 有正规群列 

其中 G; I>G m 表示 G l +1 是的正规子群.如果 ft/G m 
均是阿贝耳群，则称 G 为可 解群. 

S 
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[注记] 如果 G / Gm 是有限阿贝•耳群，我们总可以在 G , •和 
G , +1 之间添加有限个中间群，使相邻两群的商为素数阶循环群.所 
以在可解群的定义中将 条件: “ G / G m 均是阿贝耳群”可以改成 
“6/& +1 均是素数阶循环群”. 

我们只需要有限可解群的以下几点 性质： 

(1) 有限可解群的子群和商群仍是有限可解群； 

(2) 若 H 为有限群 G 的正规子群，则 G 为可解群当且仅当 H 
和 G / H 均为可 解群； 

(3) 对称群 S 2 、 S 3 和&均是可解群，当^>5时， S „ 不是可 
解群 • 

我们现在着手证明定理1，首先需要三个引理. 

引理 1设为素数，？表示乘法{阶元素 ）， £/F 
为 P 次循环扩张，则有使得 E = FW )，^ GF . 因此 E/F 
是根式扩张. 

证明 取 c 芒 F ， 贝 lj £= F ( c ).4 G = Gal ( E / F ) 是由元 

素 a 生成 的， 〆 =1.记 

ci — ( c ) 6 E (1 ^ i ^ p ) 9 

Mil ci — c , 1)，^7((^)==^ •定义 

di = d + W+c 3 f + … +W ㈣ 1 • e £， 

则 aW ,)= c 2 + c 3 r + … + W (" h + c 1 p —= p •山（注意 
= .于是 

a(df) = aidi) p = 0^~ i d i ) p = df, 

从而 dteFa < i < p ). 考虑以，…， Cp 为变量的线性方程组 

Cl + W + c 3 f 十 …+(^ ( 广 1){ = di(l < z < 

左边系数行列式为1，〔，…， f 1 的范德蒙 ( Vandemond ) 行列式.由 
于1，^，…，7— 1 彼此不同，系数行列式#0,于是 q ，…， c p 是山， 
…，4的 F - 线性组合，因此必有 4 ，取 d=d { 即可. 

引理 2设 / U ) eF [ x ], K / F 为域的扩张，则 /( x ) 在 K 上 
的伽罗瓦群同构于 /( x ) 在 F 上的伽罗瓦群的子群. 
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证明设£:为 / U ) 在 F 上的分裂域， L 为 /(x) 在 K 上的分 
裂域，/(I)在 E 中根为 n ， …，，则 E-FCr^-^rJ^L-KCn, 
…， r„) •于是有如下的域扩 张图： 

作映射 

<p- Gal(L/K) ― Gal(E/F) , 

a Is? 

这是群的同态.对于 
er6Gal(L/K), 

c G Ker^> ㈡ cr =1 ㈡ cr(r,) = r { 
(1 ^ z n ) ㈡ a = 1 ， 

因此 Kerp= {1} # 为单 同态. 于是 GaKL/K) 同构于 GaKE/F) 的 
一个子群. 

引理3设 £/_ F 为有限可分扩张， N 为£：在 F 上的正规闭 
包. 如果 E / F 有根式扩张序列，则 N / F 也有根式扩张 序列. 

证明设 E/F 有如下的根式扩张序列 

=E ， 

其中 PVh = Fi ( di ) =ai 6F” 则 E ~ F(di , …， d r \ N/F 为有 
限伽罗瓦扩张，令 GaKN/FhU^"^ ，…， ％}，n=[N: F]， 则 

iV = F(dl ， … ， 6? r ， J2 Wl) ， … ，々 2 Wr) ，…， A Wl) ， … f(7„(d r )). 

考虑如下的扩张序列 

( 1 ) 

F £ F(cli) £ F(di ， <72(i/i)) G ••• G F(di ,a 2 (di) ， … ， a„((ii)) 

(2) * (3) 

£ F(di ， … ， Wi 、 ， d 2 ) g … [F(di ， … ， <r„(4) ， <i 2 ，…， 

< y n ( d 2 r>g … QN . 

由于 a 2 Wi)"i =(72 W?) =dpe Fid ,) , 从而 (1) 处为根式 扩张； 由 

于趨，仍 W〗）， … aW 〗））， 从而 ⑵ 处为根式 扩张； 由 
于 

Onid 2 )^ = 久 ( 趨 ） G a n (F 2 ) =a w (FWi)) cFC^Wi)) 

^ Fidi ， … ， or„Wi) ， (i2 ， ." ， cr„-i W2 ))， 


KG 1 ，…，。 

/£ = FO! ，…， g) 
F 
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因此 (3) 处也为根式 扩张; 类似可证其他位置处均为根式扩张.于 
是这就是 N / F 的根式扩张序列. 

现在我们来证明定理 1. 如果 fix ) =0在 F 上根式可解，则有 
根式扩张序列 

■F = Q _F 2 G … Q = K ， 

其中 R W, ), d ? = A e 尺，使得 K 包含 / U) 在 F 上的分裂 
域 £. 由引理 3 ，我们不妨设 K / F 为伽罗瓦扩张(由于 F 的特征为 
0,这相当于假定 K/F 为正规扩张).令 /2=[ Wl ， …，〜](最小公倍 
数)，^若 K / F 为多项式 g U) 的分裂域，则 K(()/F 为 g (d 
(Y—1) 的分裂域，从而 K(()/F 也是有限伽罗瓦扩张，并且有扩 
张序列 

F H F 2 ' £ F 么 … 。 PV/ = K(^). 
FVhQ ).# 见如下的扩张图. 



F '= F = I ^ . 

由上节一开始的例 1 可知 PV/iV 为阿贝耳扩张，由于 


PVh' = F/(di-i ) 9 d 1 ^ G Fr-i gi 7 〜， 

并且乘法 A - i 阶元素 

f 
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卜 e f ^(^) - f /, 

从而由上节一开始的例 2 可知 R +1 7 iV (2< i < r ) 均是循环扩张， 
它们给出如图右边所示 Gal ( K (0/ F ) 的正规列.由于相邻两项的 
商群均是阿贝耳群， Gal ( K ( p / F ) 是可 解群. 因为 Gal ( K / F ) 为 
Gal ( K (?)/ F ) 的商群，从而也是可 解群. 最后， F ^ EdGaKi ：/ 
F ) 为 Gal ( K / F ) 的商群， GaKE / F ) 是可解群 • • 

反之，若 / Cr )=0 在 F 上的伽罗瓦群 G = Gal ( f ： AF ) 可解，其 
中£:为 / Or ) 在 F 上的分裂域•令:: F ]， F ^ F ， F 2 

X = E ( p . 由引理 2， Gal ( K / F 2 ) = Gal (£：(?)/ 
F (()) 同构于 Gal ( E / F ) 的子群，从而也是可解群.于是有正规列 

Gal ( X / F 2 ) =历〉 H 2 > =⑴， 

HJH i +1 ^ Pi 次循环群，其对应的域扩张序列为 

… =k ， 

Fm / FMg ^ r + l ) 为 A 次循环扩张.由于 
Pi\ jGal ( K / F 2 )|, 从而丸如，但二6尺，因此^6尺.由引理1知 
Fi + i / F ,(2< z < r +1) 均是根式 扩张. 此外， F 2 = R ((). 我们有根 
式扩张序列 

F = G F 2 G … G 心 2 = K ， 

而 EEK = E ( p . 于是 /( x )=0 在 F 上根式 可解. 

作为定理1的应用我们来证明 〃（>5)次一般方程根式不 
可解. 

定理 2设…，4为”个不定元， F 为特征0域，则 
一 般方程 

/( X ) = X 71 — 1 } x 7 ^ 1 + t 2 x n ~ 2 -+ (— \) n t n = 0 

在域 PXti ，…， 4) 上根式不可解. 

证明设 A ，…，: C n 是另外72个不定元， 

g ( x ) = — JC „) = — Ax " -1 + …+ ( — l ) n p n , 

其中 pi ， …， pn 是 A ，…，的初等对称函数•设 E 为 /(： C ) 在 
F ( h ， …， 4) 上的分裂域，则 
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fix) = (x — — y n ) = x n — hx^ 1 + … + (—1 )%， 

E = = F(yi ,••• ,y n ). 

由于 h ， …， u 是不定元，存在唯一的环同态 

o 1 F [軻 ，…， 4] — 凡九 ，…， 九]， 

其中 = pi ( j\f = 1 - 又由于 {工1， …，也是不定 

元，从而有唯一的环同态 

r : F[xi ， … ， : r”] 一 F [: yi ， … ， : y „]， 

其中 r ( x ? ) ， r | f = 1. 于是 

T(j(ti) = z(pi) = = 2 w . 3 ^ = 6， 

从而 ra = l . 因此 

h G Kera a (/ i ) — 0 h => wih ) — 0, 

于是 a 为单同态，又 7 显然为满同态，从而 tx 是环 FU , …， 4] 与 
F [/ h ，…， A ] 的同构.于是它可扩充成商域的同构(仍记成 CT )， 

< j ： F ( tir am ^ t n ) : xFip \ ，…， p n \ 

进而又可扩充为环的同构， 

(j ： F(ii : xFQi ， … ，九） O ] ， 

其中 a ( x )= x . 于是 

(7( fix))— a(x n — hx" -1 + … + ( — \Ytn) — x n ~~ p\X-\- ••• 

+ (— lYpn = gix). 

由于 F (: yi ，…， 30 为 /( X ) 在 FUi ，…， 4 ) 上的分裂域， _ F (: ^ ，…， 
x n ) 为 g ( x ) 在 PXh ，…，九）上的分裂域，从而 a 又可扩充成域的 
同构 

p •• F ( yi , — , y n ) ^： F(xi 

由于 

/jFO" … ， 4)) = (KFih ， … ， t n )) = F{pi ， … ， p „) ， 

因此 
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Gal(F(3 ； i ，…，: ynVfXh ，•••，，„)> 

兰 Gal(F(xi ,••• 9 a: n )/F(pi ，…， /?„))• 


但是我们知道右边伽罗瓦群 是次 ，因此， GaUE / FU ， …， 4)) = 
S „ •于是由 [£ : F ( h ， …，= ” ！可知/0)=0的 n 个根： r " 
…， A 两两不同，并且 /( x ) 在 F (^， …， UDr ] 中不可约，特别地， 
^^^，…，^^是伽罗瓦扩张.由于 n >5 时对称群 S „ 是不可解 
群，根据定理1即知 / Cr ) = 0 在 Fh ，"_，&)上根式不可解. 

又如在上节我们证明了 x 5 —4 x +2 在 Q 上的伽罗瓦群是 S 5 ， 
从而方程 I 5 —4 x +2=0 在 0 上是根式不可解的. 

定理 2 是一种否定性的答案.另一方面，由于 S 3 和 S 4 为可解 
群，由定理 1 知道三次和四次方程在特征 0 的域上应当有解的一 
般公式(即应当根式可解)，现在我们就来推导它们的求解公式. 
三次方程的卡当( Cardano ) 公式. 

设 F 为特征 0 的域， 

fix) = x 3 ~tiX 2 +t 2 X — t Z G F(ti ， / 2 “ 3 )M ， 

记 £ 为 /( X ) 在 F(ti , t 2 ，/ 3 ) 上的分裂域，则 fix ) = ( x~Xi ) (X — 
尤 2 )(：3： — ：1：3)和 E = F(xi , x 2 ， x 3 ). 作代换 

yi = oci — -jti (1<;<3)，贝(1 

《(: y ) = (y — yi)(y — yz)(y — y 3 ) = y 3 + py +q K ^ y ~] 
其中 K = F ( p 9 q , ti )= F(ti “2 “ 3 )， 

P ~~ Ik ， Q ~~ ^ rjt \ ++’1’ 2 

4 p 3 —27<? 2 为 g •(: y ) 的判别式 ， JCh 9 y 29 y 3 )/K 为伽罗瓦扩 

张， K ( v ^) 对应 GaKK ( y l 9 y 2 , y z )/ K )^ S 3 的子群 A 3 •如图 

Ss I > A 3 [> { 1 } 

t t f 

I i i 

FCt \ ^ t 2 9^)— FCp ^ Q 9 ti ) — K ^ KC %/ d ) ^ E — Kiyi > 3 ^ 3 ). 

由于 A 3 为 3 阶循环群， £：/ K ( yZ ) 为 3 次循环扩张，根据定理 1 的 
证明我们需要把乘法3阶元素 a ； 添加到 K (#) 之中，易知 E ( co )/ 
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KC#， W ) 仍是 3 次循环扩张，由引理 1 和它的证明可知这是根式 
扩张.令 

GaKE/cv)/K(Vd 9 co)) = 〈a | Y = 1 >， 

其中 < y ( yi ) = y2 ) =^3 ^(3^3) 定义 + coy 2 + co 2 ys ? 

之 2 == ： 71+0 ； 2 ： >^+0^3^ : ( 之 3 = 3^1+3 ; 2+ ： > ; 3 = 0 )(*).则 Cr(Zi) =C0 _1 

z \ yz \ 6KXy^，w) 而 Eico ) ^ K{\/d ^ a)9 z \ ，之 2). 事实上，令 
u = yly 2 +ylys +yly\ ^ v = y x y\ + y 2 yl 4 - ysy \» 

则 U + V ^ 3g 

^/d =( y \ — yz )( y2 — ys)(yz = U — V 9 
3^1 + 3^2 + 3^3 =— 3(?. 

于是 

2 ：i = 2 M + 3aZ/ + 3a； 2 V + Qyiy 2 yz 

3 27 

=y V — M — —q. 


而 d ^^ A . y — 2 t d — -^ q . 于是 



注意 A 和 A 值的选取应当使得 

zi z 2 — (: yi + 吩 2 +co 2 y^)(yi +0/3^2 +0^3) 

== yl+yl+yl — (yiyz + y 2 yz + ) =— 3 夕 . 

再由 （*) 式得到 


: yi = 7 ( 之 1 + 之 2 )，力 


{(O Z\ + 说 2 )， 
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^3 — ~^(cvZi + W 2 2：2 ). 

最后给出 


工 1 




-wh + a +^9. 


Xz = +o/a + ct}9. 


Xz = 音之 1 axx -\~(o 2 ^ 

其中 

a ~aJ~ ^ +7(g/2) 2 + (/ >/^P" ， 

/? =^ | -/^72) 2 + (/>/3) 3 , 吨=— p /3. 

这个三次方程的求解公式称作是卡当公式. 

例1在复数域 C 中解方程: r 3 + 3: c +2 = 0. 

由于 P =3, 9 =2， d = —(4 / > 3 +27 g 2 )<0, 从而方程只有一个 
实根. 

a =v"-i +V2 e J?， /? =^-1-72 G«. 

方程的三个根为 

•ri = a+/3 6 J? ， 工 2 = aco 2 + 卜 x 3 ~ x 2 = aco + jh) 2 ? 

其中 a > = ^~(_ l +\/—3). 


例 2 在复数域 C 中解方程 x 3 —7： r +6 = 0. 

此时 p =_7 ，g = 6， d =_(4 p 3 +27 g 2 )>0, 因此方程有三个 
实根 • 事实上，三个根为一1，2 和一 3.但是若用卡当公式，则得到 

X ! =- (^3 +(10/9) (7^3) + (^3-(10/9)( T 1 ^). 

令3+^=^= 〆 (0<0<号），则 r = ^ yiM 9, cos 0 = -4^, 

9 、 1 } 9 /1029 

而方程的三个根为 一 2 r 1/3 COS (| + ^， i = 0，1，2•算出它们为 
1，2和 一3 并不是很容 易的. : 
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现在谈四次方程 

z 4 +a\z z +a 2 z 2 +<23^ + a 4 = 0 . 

令之= x + •!■々，则方程化为 

x A + px z +qx + r = 0 . 

设根为 A ，: r 2 ，x 3 ，:c 4 , E = F(xi , x 2 ?x 3 ，: c 4 )，_F 为特征 0 域. 此方裎 
在 F 上的伽罗瓦群为 S 4 , 它的可解列和对应的中间域如下图 
所示： 

S 4 1>A 4 [> W>V >{1} 

个个 个个个 

y I I y t 

FdFCVd )〔AiCAzCI £： 

其中 W={1，（12) (34)，（13) (24),(14)(23)}，V-{1,(12) 

dl = ( x x + X 3 ) ( x 2 + x 4 ) , 03 — 

U+xOU+A)，A = _F(mv^)， 可直接验证 Gal(E/A) 
^^，于是义^^可直接算出 


fid ) = {d — d \ ) (d — dz ) (d 一 ds ) 

= d ^~2 pd 2 + ( p 2 - Ar)e + q 2 , 
这是三次方程，解出 01,02^3 之后，我们有 


(^1 + x 2 ) {xz +x 4 ) 

~ 01 9 

(x x + x 2 ) + (x 3 + x 4 ) = 0 ， 

ixi +x 3 )(^：2 +x 4 ) 

=02 ， 

(xi + x 3 ) + (x 2 + x 4 ) = 0, 

iX\ +X 4 )(^2 +X 3 ) 

=03 ， 

(xi + x 4 ) + (x 2 +x 3 ) = 0. 

由此解出 




X\ +J：2 

—ai ， 

工 3 + 工 4 — 

ai 

X\ + x 3 : 

— «2 ^ 

Xi +J：4 = 

— ai • 

X\ + X 4 

~ OtZ y 

X 2 +X 3 — 

-as 

其中为士 y—ft, 由于 



t 


(■Xl +x 2 )(xi +x z )(xi +X A ) = x\ (xi +X2 +X 3 +JC 4 ) 


+ (xi X 2 X^ +X1X2X4 + X1X3X4 +X2X3X4,) = — q 9 
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因此&符号选取要使得 Q ：1 Q ：2 Q ：3 = — (}• 然后由 

2xi = (xi +x 2 ) + (xi +x z ) + (xi +x A ) 




a 3 


得到 


0 C \ 


(ai 十 a2 + 0 : 3 ) 


类似地得到 


工 2 = TT(ai 


ai 


a3 ) ，工 3 — ~W (— ai +«2 — ) ， 


14 


ai — a 2 + a 3). 


例求 z 4 + 2 3 + z 2 + 2 ：+ l = 0 的 4 个复根 


令 Z = X — 7 ，方程变为 


于是/ 


+ 吾 x 2 + 鲁 1 + 


r = f |， 咖为 


205 

256 




此三次方程的三个 根为汛 


，02 


5+ y ^ 


，03 


5 — \/20 
~4~ 1 


于是 ai 


75 


OC 2 


5 + V^V2 ， 0:3 


a/20 i /2,( 

«1«20；3 


) ，从而 


=一 j j (ai + o：2 + 


[( 75 - 1)-^10 + 2751 ], 


i+i (ai 


CLl 


0 : 3 ) 


[(在一 1 ) - VTo + 2 V ^]， 


211 



之 3 = - + -g" ( — ai + Q：2 — 0：3 ) 

= + [ ( - VS — 1) +\/10 — 2 v ^5 i ] ， 

24 = - 1" +1 (— ai _ a2 + a3) 

= ^[(-75-1) Wl 0-2 V 5 i ]. 

习 题 

1 . 将 COS 40° 和 cos ^ 表示成根式形式. 

2 . 求下列方程在复数域 C 中的根 

(1) 工 3 —2* r +4 = 0， 

(2) x 3 —15 x +4 = 0， 

(3) x 4 —2 x 3 —8 j ：—3=0. 

3. 方程分 一： r — 在 F〆 纟)上根式不可解，但是多项式 〆 
—x — Z 在心⑴ 上的伽罗瓦群为循环群.这例子表明定理10中假 
定“域 F 的特征为0”一般是不能去掉的. 

附录 3. 2正 n 边形的尺规作图 

现在我们介绍古代三大数学“难”题的最后一个，对哪些正整 
数正 n 边形可以用圆规直尺作出？高斯在20岁时解决了 
这个问题. 

引理设 n = 2 a pp …於，其中 pi ， …， p s 为彼此不同的奇素 
数， a £ > l ( l < f <5). 则尺规可作正《边形 ㈡ 尺规可作正 

边形. 

F 

证明根据第二章附录 2. 4我们知道，尺规可作〃边形相当 
于在已知单位长度的情形下，用尺规可得到点 = 因此若尺 

t 
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规可得到点匕，则也能得到 

dk ( i < zo ， 

从而每个正(1<纟<4边形均可尺规 作出. 反之，若用尺规可作 
正於，边形，即可得到点 

^« q ：,(1« s ) •令 n = 2 a n f 9 rii = n / ，则(叫，…， w s ) = 1 ，于是有 
整数讲1，…，，使得从而 

i=l 

即正^边形可尺规作出•由于 Ft〆 ，从而易知正 w 边形也可尺 
规 作出. 

于是问题化为，设/>为奇素数， a > l ， 正妒边形是否能用尺规 

作出，这也相当于说2(^)/2 是否有扩张序列(参见第二章 
附录 2.4). 但是我们知道 ， g ( k )/6 是 〆 々 a ) = (>— 1 y 1 次循 
环扩张，当 a > 2 时 ， p 19 ( ，），从而 〆 妒)不是 2 的方篆而当 《=1 

时，若使 G ( G )/<2 有/~-扩张序列，其充要条件是 p —1为2的方 

幂，即 + 由户为素数 易知/ = 2<»0).于是产2 2 '+1 = 
R ， 这种形式的素数叫做是费马素数，前五个费马素数为 
Fo ~ 3 9 Fi ~ 5 9 F2 — 17 9 F 3 — 257， _ P 4 = 65537. 

但是 F 5 = 641 X 6700417和 jp 6 = 274177 X 67280421310721 不是 
素数. 目前还不知道费马素数是否有无穷多个.总之我们证明了. 

定理 (高斯）设 n ^3. 尺规可作正 n 边形 ㈡ …九，其 
中户1，…，丸是两两不同的费马素数. 

例 (高斯关于正 I 7 边形的解法 ） 3为模17的原根，我们有 


71 

0 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

3 n 

(modi 7) 

1 

3 9 

10 

13 

5 

15 

11 

16 

14 

8 

f 

7. 

t 

4 

12 

2 

6 
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E — Q ( ? ^—^ i7 = e 2lcl/17 > G = Gal (£ yQ ) =〈(? I a 16 ^ 1 〉，其中 cx ( C ) 
- r 3 . c 的正规列和对应的中间域如下图所示 


F 5 


E 

= 0 (P 

⑴ 

f 4 

^scr+r 1 ) 

〈》〉 

1 

f 3 

= Q ( Tp ) 

<ct 4 > 

1 

f 2 

= Q(7/2) 

<i 2 > 

1 

Fi 

-Q 

< tr > 


F ^/ F , 均为二次扩张. 


(a) GaKJVFXaW^U ，。 } ， Fz^FAr^). 

rj 2 = 1> 21 (0 = ?+ + ^ 13 + C 15 + ? 16 + C 8 + S 4 + C 2 ^ 
它的共轭元素为 " 

: airfz ) = ^ + + + 

它们在 F = Q 上的极小多项式为 


{x — rjz){x — a{rp.)) — x 2 +x —Ay 

解为 一 注意 ^2=2(cos |^+cos ^^+cos |^+cos y^)> 
0,于是 




yi 7 -i 



(7(7/2)= 


-1-717 


( b ) Gal ( F 3 AF 2 ) =〈 cr 2 >/ OT 4 >， F 3 = F 2 (^>, 

^3= CX ( T 4 (?)+^ 8 ( p + t 7 12 (^) = C +? 13 + C 16 +^ 

= r 1 +t + r 4 

它的 iV 共轭元素为 : 

(7 2 ( t /3) = <+ r 2 + t+rv 

它们在 f 2 上的极小多项式为 ， 

{x — rjz){x — (^ irp)) = x 2 — rfix — 1 , 
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根为 切士 - . 货 2 + 4 (实根).由于 取= 2 (cos |^ + cos 晋) > 0, 






+v yfi 
2 


+ 4 _/17-1 +V34 - 2/17 


4 


■>0 




crir ^) 


此外， 由于巧 /尺是伽罗瓦扩张，从而 


V^"+4 ^vT7-1 -V34-2/17 


4 


< 0 . 


―)= ? 3 + r 3 +f+r 5 ， 〆 ( 切 ）=+ r 7 + + r 6 

也属于 F 3 ，并且彼此 F 2 -共轭，它们在 F 2 上的极小多项式应为 x 2 
— a(%)«r_l. 由于 〆 取） >0, 从而 


_ )= ^ _ ) . +々(分) 2 +4 


_ - (/17 + 1 ) -fV34 + 2/17 

-~ ’• 


a 3 (73 ) = ^)- V ^?2) 2 +4 


= -(yT7 + l)-V 34 + 2 /r 7 

— 4 _ 

( c > c + r 1 在 f 3 上的极小多项式为 

= ( x - c ^+^ oxx - c^ 4 + r 4 )) 


= x 


rjzix ) + a ( Tp ) 


由于汁 r ^ t + r 4 , 从而 


?+ = 飞 、、 +V — 4^(%)) 


cos 


360° _ 
TT— 4 


丁 (^3 +V ^ —4〆^3)) 


16 


[\/T7 — 1 4a/ 34 — 2\/1^ + 
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2 V 17 + 3/ l 7-+ Vl 70-26 Tl 7 一 4^34 + 2/17 ]• 


习 题 

1. 如何用圆规直尺作正五边形. 

2. 证明可以用尺规作出 3° 角. 


附录 3. 3可分扩张和纯不可分扩张 


我们在第2节中定义了可分扩张，但是甚至连如下最基本的 


问题均未回 答:若 ， a 在厂上可分，则是否 E / F 为可分扩 
张？换句话说， F 上添加一个在 F 上可分的元素 a ，那么扩张 F («) 
中是否每个元素都在 F 上可分.在这一附录中我们利用伽罗瓦理 
论对代数扩张的可分性作进一步的 探讨. 

定义 设 £/ F 为代数扩张，元素《叫做在 F 上纯不可 
分 ，是指《在 F 上的极小多项式 / U ) 在£：的代数闭包中只有 
一个根 a ，也就是说，设 M 在《在 F 上的分裂域，则 fix ) 在 M 中 
分解为 /( x ) = Cr _ a ) m ( m > l ). 如果 E 中每个元素在 F 上均是纯 
不可分的，则 称扩张 E / F 纯不可分的. 

设 E / F 为代数扩张， aGE . 由定义易知 a 在 F 上同时是可分 
的和纯不可分的 ㈡ aGF . 因此若 F 为特征0域，则只有 F 是 F 的 


纯不可分扩张.现在设 F 的特征为素数 A 这时 

a ， j 3 e F =>( a ±/3 ) pn / 士 〆 . 

引理1 设 E / F 为代数扩张， F 的特征为素数/>，《€£：，则存 
在《>0,使得 〆 在 F 上可分 • 

证明 设 / Or ) 为 a 在 F 上的极小多项式，则有 使得 

/( x )^ 〆〆 2 )， 其中 ； 

g(x) = X 1 + Cl x l ~ l H - |-Q G F [ x ] 
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并且不存在 A ( x ) GF [ X ] 使得 g { x ) = h ( x p ), 即存在 m , p \ m , 0^ 
从而 /( x ) 关0,由 / Cr ) 不可约知 g ( x ) 在 F [ x ] 中也不可 

约，又 〆 ( x ) 关0， gCr ) 为 FO ] 中可分多项式而 〆 为 g Cr ) 的根. 

定理1设 £/ F 为代数扩张， F 的特征为素数々，则下列五个 
命题彼此等价. 

(1) E / F 为纯不可分扩张； 

(2) E 中每个元素 a 在 F 上的极小多项式均有形式 〆 一 a ， 
a^F ； 

(3) 定义 

F l/pn = {a e n \ a pn e F } 


其中 f2 是 f： 的代数闭包，并且令 F ， 




U _ ，则 ECF 1 ^ ； 

n^l 


(4) a 在 F 上可分㈡ aGi 7 ; 


(5) E=F(S)， 其申 S 是£的子集，并且 S 的元素在 F 上均 
纯不 可分. ' 


证明 （1) X 2) :由于 《在 F 上纯不可分，从而它在 F 上的 
极小多项式为 /( x ) = ( x — a ) 7 % 令 m — np r yp \ n ^\ 

fix) = (x pr —a pr Y. 

但是 /( x )6 PLr ]， 从而 /( x ) 的^(”_1)次项系数一《^/€尺由 
户 N 知 （一”) 为 F 中可逆元，于是 c /6 R /( x ) = 0’一 c /) n 在 
F [ x ] 中不可约，从而 n = l . 于是/(•^。/-(/，取^二/即可. 

(2) =>(3): 显然. 

(3) 4 ⑷:设 a6£：—R 由于，从而有 n ^ l 使得， 
^ F 9 a pn 1 令 <2=〆，则 a 为〆 一 a 的根，于是 a 在 F 上的极 
小多项式为 (x— a 〆 的因子，从而有形式 /(:c) = (:r — a) ' 像⑴ 
>(2)的证明一样可知 m = p \ 但是〆 — 1 芒 F ， 因此即 f ( x ) 
= x pn - a 为 a 的极小多项式，但是当时， /(x) 不是 F[:r] 中 

可分多项式，这与《在 F 上的可分性 矛盾. 因此若并且《在 
F 上可分，则 a 6 K 
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(4) 4(1) : 设 aEE . 由引理 1 知有 n >0 使得 〆 在 F 上可分， 

于是 (/ 令 n 为满足 〆 6 F 的最小非负整数，则可像前面 

一样证得: a 为《在 F 上的极小多项式，从而 E 中每个元素在 
F 上均纯不可分，因此 E / F 为纯不可分扩张. 

(1)=>(5): 显然. 

(5) ^(3) :设 E = F(Sh S 中每个元素在 F 上均纯不可分•对 
E 中元素 a ， 则有 g •(: Ci ， …，： r /)6 F [ Xi ，…，々]，&，…，&&，使得 a 

= 《(心，…， & )• 但是 A ，…，心6 F l/ir ,于是 aG F l/P ，因此 EG 

F ，• 

系 1设 E / M ， M / F 均为代数扩张，则 E / F 为纯不可分扩张 
㈡ E / M 和 M / F 均为纯不可分扩张. 

证明 不妨设 F 的特征为素数 p . 若 E / F 纯不可分•则£：£ 
F 1/ pM . 于是 MQF l/ ^ , EGM 1 ^ 00 ，从而 E / M , M / F 均纯不可分•反 
之，若 M ^ F 17 ^ 疒，则 

E ^{ F l/ir ) l/tr = F l,p °°. 

系2 设 E / F 为有限纯不可分扩张， F 的特征为素数 p ， 则 
[ E - F ]= p \ n 是某个正 整数. 

证明 由定理1的 （5) 可知 £>= F ( ai ， …，⑺），印在 F 上纯不 
可分，从而在 F(ai j …， af-i ) 上也纯不可分， 于是山 在 FGi ，…， 

n ) 上的极小多项 式为/ — &，因此 

[ F(ai ，…， a ,) : PXai ，…， aH )] = (1 < z < Z ). 

于是 [E : F ]= p n 9 72=^+… +W 卜 

现在我们来刻画可分扩张.首先回答本附录一开始所提出的 
问题，即证明可分扩张等价于可分生成扩张 •. 

定理2 SE = fXS ). 则 E / F 为可分扩张 ㈡ S 中每个元素在 

F 上均可分， 

证明- 显然. > 

<= :对 每个 a6E ， 则有 Mi ，…，使得，…，•令 
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/■( i ) 为 ⑷在 F 上的极小多项式，则 以工、为 F [ x ] 中可分多项 
.式，从而也是 F [ x ] 中可分多 项式. 设 ] V 为 
/ Cr ；) 在 F ( Ml ，…，〜)上的分裂域 • 它也是 / Cr ；) 在 F 上的分裂域， 
于是 N / F 为有限伽罗瓦扩张，从而 N / F 为可分扩张.由于 N ， 
因此 a 在 F 上可分，即 E / F 为可分扩张. 

定理 3设 E / F 为代数扩张， S = { a ef ： k 在 F 上可分 }， P = 
{«6£| a 在 F 上纯不可分}，则 

(1) S 和 P 均为 E / F 的中间域，并且 £/ s 是纯不可分扩张， 
SAP 为可分扩张， P/E 为纯不可分扩张，并且 Pf ] S = F . MS # 
为 F 在£：中的可分 闭包. 

(2) E/P 为可分扩张 ㈡ £：=/>& 

证明若 F 的特征为0，则3=£，尸=^，定理显然成立.下设 
F 的特征为素数 a . 

⑴由定理2知 S 为域且 S / F 为可分扩张•对于由引 
理1知有”使得，在 F 上可分，于是 a ^6 S , aeS ^ ，从而《在 
S 上纯不 可分. 因此 E / S 是纯不可分 扩张. 由定理1的 (3) 可知 p 
为域且 P / F 是纯不可分扩张 • 最后，由于 PHS 是 F 的可分扩张 
也是纯不可分扩张，因此 Pf ] S = F . 

(2) 如果 E / P 为可分扩张，则 E / PS 也是可分扩张，另一方 
面，由于 E / S 纯不可分，从而 E/PS 也纯不可分，于是£：= RS . 反 
之， gE = PS = P ( S )， 由于 S 中元素在 F 上可分，因而在 P 上也 
可分，于是由定理2即知 E / P 可分， 

注记令 F = F 2 ( t ) 9 E =_ F ( m ) = _ F 2 0， m )， 其中 w 在 F 上代 
数，并且满足 W 4 + W 2 +〖==0, 则不难证明 P == F ， 而 M 不是 P 上可 
分元素，所以 E / P 可以是不可分扩张. 

系设 E / M ， M / F 均是代数扩张，则 E / F 可分 ㈡ E / M ， M/F 
均可分. 

证明 显然. ， 

若 E / M ， M / F 均可分. 令 S 为 F 在 E 中的可分闭包，则 
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E/S 纯不可分.由于 M/F 可分， S2M. 由于 E/M 可分，从而 E/S 
也可分.于是 E=S， 即 E/F 可分. 

定义 设 E/F 为代数扩张， S 为 F 在 £ 中的可分闭包，则 E/ 
S 纯不可分而 S/F 可分. [S : F] 叫做是 E/F 的可分次数，表示成 
[E：F] S ； [E： S] 叫做是 E/F 的纯不可分次数，表示成 [E : F], ， 
于是 [E: F1[E: F]: ••并且 £/F 可分㈡ [F: Fl = l; 

E/F 纯不可分㈡ [£ : F] 5 = l. 此外，如果 E/F 为有限扩张并且 F 
的特征为素数 P ，由定理1的系2可知 [£： : F] t •为的幂. 

定理4 设 E/F 为有限扩张， D 为 E 的代数闭包，则共有 
[£: F], 个 F- 嵌入 a 

证明 令 S 为厂在£:中的可分闭包.我们已经知道共有 [S: 
F]=[E： F], 个 F- 嵌人 S—a 每个 F- 嵌入 (T : s—n 均可扩充成 
F- 嵌入 £：— ，我们只需再证每个 CT 只有唯一的扩充即可•设 r， 
/ : E— 均是 F- 嵌入且 df/lfcr. 不妨设 F 的特征是素数 p. 


对每个 a^E， 有 n 使得〆 GS， 于是 

馨 

v(a) pn = r(a p " ) = <7(〆）= r’(a)’ = r’(a) p ” ， 

因此 r(a) ^^/(Q：) ，这就表明 T = T. 


系设 E / M ， M / F 均为有限扩张，则 
[E : FI - [E : M] 5 [M ： F ] s ； [E ： F1 = [E ： Ml-[M ： Fl, 
证明令 72=[ f ：: M ] s , m =[ M ： F ] s •①： 

为 f ： 的全部 M - 嵌入， r , : iW — 是 M 的全部 F - 嵌人 
记 iV 为 E 在 F 上的正规闭包，则^•和 r , 均可扩充成 Gal ( N / F ) 
中元素，仍表示成 A 和~，则 

{rjOi I 

作为 i 7 - 嵌入 £*— NGX 2 是两两不同的，这是因为若 m _== r / cr /， 则 

♦ 

Tj Im = Tpi \m = Tj f <Ji \m = Tj f I'M? 

因此 rj=r/， 从而 (Ji—a/. 进而对 £* 的每个 F- 嵌入 cr| M 


为 F- 嵌入 M—a 于是对某个 j ， (T I m = r, ， 从而 ) U = 1 •于是 
存在某个 f， Tj~ l (T = (Ji t 所以 C7 = Tj(Tb 这就证明了 F- 嵌人 E— 共有 

I 
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mn 个，即 


E ； F] s ~ mn — \_E • M] 5 [M : F] s . 


由此知 

[E •• Fl= [E ： F]/[E : FI 

= [E ： M][M ： F]/[E : M] S [M : F], 


习 题 

1 .设 E / F 为域的代数扩张， F 的特征为素数> 

(1) 若 E / F 为可分扩张，则对每个 ； z > l ， E=FE^\ 

(2) 若 E / F 为有限扩张且 £：= F £?， 则 £/ F 是可分 扩张. 

(3) 元素在 F 上可分 ㈡ F ( Y )= F ( a ). 

2•设 F 为域， / Or ) 为 F [: r ] 中不可约首一多项式，£为 f ( x ) 
在 F 上的分裂域，《为/(1)在£：中的一个根.则 

(1) / U ) 在£：中的每个根的重数均为 [ FG ) : fl . 

(2) /( x ) = [( x — ai ) … （ x — a „)] m ，其中 ai ，••_，％ 是 /( x ) 
的全部相异根 ， w =[ F ( a ) : F ] £ , n =[ F ( a ) : F ] 5 . 

3_ E , F , S,P 如定理 3 所示， M 为 E/F 的中间域，则 

(1) E / M 纯不可分 ㈡ 

(2) E / M 可分 ㈡ PGM 

(3) M[]S=F ^M^P. 

4 .设 E / F 为有限纯不可分扩张， F 的特征为素数/>，则存在 g 
=p n ，使得 EycF. 
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习题提示 

第一章群 

1.2 

8•对任意 aGG ， G ={ axUGG } = { o ： a | xGG } 

10 . < 26 = a6 ( a6 2 a ) = ( a6 ( 2 ) 6 2 a = a6 2 a = l ， 同样可证 ba —1. 

11. 考虑集合 S={ai a 2 *^ai \ l « w }. 如果 1$ SJ!]S 中至 
少有两个乘积是相同元素 • 

13.集合 gS ' 1 = { gb~ l |66 S } 和 S 有相同多个元素•即 
US - 1 丨= | S | | G | . 于是 gS - 1 和 S 必有公共 元素. 于是有 

a ，&6 S ， 使得 gb~ l ~ a . 

19. 由 a 2 =l 可知若 a(a)=6, 则 a(b)=a. 由于 a( 1) = 1 而 a 
没有不动点，可知 G 的阶为奇数 • 再证当 a ， b6G ，、 a 关 b B 寸， a ™、 
( a )^ b ^ ] a ( b ). 由此可知 G 中每个元素均可写成形式 g _1 a ( g)(g 
GG) •若 g~ l aig) M o' 1 =a(g) _1 g=a(a). 所以对 G 中元素 
a fP b 9 a(ab) = ( a 6)~ ] =b~ l a~ 1 = a ( Wa ( a )= a (6 a ). 由于 a 是 G 的 

自同构，可知即 G 为阿贝 耳群. 

1.3 

12 . 把 G 分解成互不相交的双陪集的并6= [JAgA. 每个双 
陪集 AgA 含有同样多个 A 的右陪集和 A 的左陪集（利用习题 
11) •若肿，…，糾 mb lg -, b r g 分别是 A 在 AgA 中的右陪集代 
表元系和左陪集代表元系，则 hgw ，…， b rg a r 既是 A 在 AM 中 

的右陪集代表元系又是左陪集代表元系. 

17. 先证 G 中每个元素均可写成平方形式对于 x 
eG ， 令 x _1 a ( x )= g 2 ，证明 g _1 GG-1 , xgeGi . 于是 x=(xg)g~ l 

G GiG - i . , 
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1.4 

6 . 证明对 n 的每个正整数因子 m ， G 中至多有 p ( m ) 个 m 阶 
元素.利用第5题可知 G 中恰好有 f ( jn 、 个 m 阶元素.取即 

证此题. 

1.7 

5. 将 G 共轭作用于 G 的非正规子群所成的集合上. 

6 . G = a x HV ] … U ，2< n <4. G 以“左乘”方式作用在集合 
{ aiH ， …， a ” H } 上，由此给出诱导表示 p : G — S n . Kerp ^ G •由 G 
为单群知 Ker ^ l . 于是 p 为单 同态. 再考虑 S „(2< n <4) 的单子 
群即证此题. 

7 . 考虑 G 对于 H 的诱导表示的核(其中 H < G，[G : H ] 有 
限). 

8 . 利用线性代数中的一个 事实: 对任意正整数讲和任意复可 
逆方阵 A ，均有复可逆方阵 B 使得 A 

9. 注意2” 阶元素在左正则表示下是奇置换. 

10 . 把 AutSs 看作 S 3 的所有2阶子群集合上的置 换群. 

11 . 问题可以归结于 a 的阶是素数的情形，考虑 G 的共辄元 
素类在群 〈 a > 作用下的 轨道. 证明至少有一个共轭类不含《作用下 

的不动点. • 

12 . G 中元素的共轭作用诱导出 G 到 AutA 的同态 • 

1.8 

9.取定一个希洛夫夂子群 P ， 令 N = N g ( P ). 考虑双陪集 
iVgP 中 N 的陪集 个数. 

12. G 的希洛夫3-子群共有4个，把 G 表示成这4个子群的 

置换群. 

1.9 

m 

1 .令 m = [G : A ]. 则有屮 GG ( l « my 使得 G = U Aa i# iH 

; j ^ X 

gn + l ^ gl 1 又令 ^ = h 则有 2 腿个元素 \ 6 A 使 
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得 〜发 7 ^ bijUki l « m ， l <£<2 n ) 证明这些匕;;生成子群 A . 

第二章环和域 

2.1 

20. 若 c 是 (1— aW 的逆，则 （ l +6 ca ) 是 （1—6 a ) 的逆背 景:形 
式上， 1— 的逆可想象成是 C = l + a6 + a6a6 + a6a6 ( 26 + …•则 1 
— ba 的逆可想象成是 l +6 a +6 a 6 a + … = l +6 ca . 

21. 设 a : 有多于一个右逆，则右理想 >以6尺|%=0}有非 
零元素.只需证 J 是无限集合 即可. 如果 

\1\ —1+1. 令 a 是 x 的一个右逆(即 ： C (2 = 1)， 证明 {6 i ： c ， …， 6#} 是 
{ b \ ，…， 6/} 的一个置换.由此可知6沿#0(1«/)•另 一 方面，由 
x 的右逆多于一个可知 a : c # l . 于是 ax — 1是 I 中非零 元素. 但是 
(ax — 1)(2 = 0, 矛盾. 

2.3 

10.先 证:若 p ， a ，…，巧均为素理想， P 2 Px 门 … n P / ，则必 
有使得 P ^ Pi . 现在设 u … UP m ， 不妨设 Pid 
< f < m ) 互不包含.于是对每个 rV - DPi-i HPm 门… 

n p w . 从而有 n e Pi n ••• n Ph n Pm n … n 磋 a . 如果 io 

题不成立，卯 J 又有 a , 6 A , a t $ Pi ( 考虑元素 ain + … + 

a m r m 导出矛盾 •’ 

2.5 

% 

14. 如果 A = a + peQ ， 则 a — — (/3 —y 令 g (; c ) = 

/( x + 音)，则 gOr ) eQO ] ，且 〆 工)有根 r = f 音和 一 r =/?— 音. 

g (: c ) 仍为 QD *:] 中奇次不可约多项式，且 r 是多项式 

+ g (— x ) 的根•若 了 (: r )^0, 则 g (: c ) 有因子 x ， 与 g ( x ) 不可约矛 

盾. 但是 deg 丁(: r )< degg ( x ) ,而 T ( x ) 和 g ( x ) 有公共根 r ， 这又与 

gCx ) 不可约性 矛盾. ， 

15. 以 deg !/ 表示 fix x ， x 2 ) 对于心的次数;不妨设 degi/=n 
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^ 1, degi g = rn ^ 1, n ^ m . 于是 

/ = / 0 (x 2 )xi +•**> g = goioc 2 )xi + ••• 

若 (a ， b ) 为 f(x l yx 2 )= 0 9 g(x 19 x 2 )^0 在域 6 中的解 •令 

h{x\ ， x 2 )=g 0 (X2 )/( 工 1 ，工 2)—/o ( 工 2) 君 ( 工 1 ，工 2) 工 「' 则 h(a 9 b) = 

0 ， degi h<Cn= deg! / 依次下去，可求出多项式 K (工 i ， x 2 ) 使得 degi K 
=0,即心&，0： 2 )=^(工 2 )，心〜6) = 0，即 1 (b) = 0 . 从而只有有限 

多个《由/和 g 互素可知 i ( x 2 ) 关 ())• 同样可知 a 也只有有限多 

个可能. 

2.7 

6. x 2 ” = j + l ， x 22n =(/) 2 ” =( x + l ) 2 ” +1=工.这表明 

/+ x + l 的根均属于 PV ” ，若 x 2 ”+ x + l 不可约，则它的分裂域 
为 • 于是 •即 n <2. 
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